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前 x* 


Air ERSTES CLE SIE EOS Sl S PEERS. 现在 这 本 第 二 
JA UE GL ROA H 3 Ar E BB dek Ae H ER C, E AC £ JA 
式 及 右 关 材料 , Sigg Kern HRA TA N 
TÉ. (EAE HEP, Zäre Kall, AD 
TÜ USES SE T 章 ， 特 列 柯 米 旬 次 第 9, 9, 10 及 13 各 章 . 由 于 
本 册 后 面 儿 竟 的 定稿 是 在 初稿 作者 离开 Pasadena 77 Je FIT, 
Br LAE S LERI 了 很 多 困难 ,在 修正 稿 与 初稿 之 闫 ,有些 地 方 
F3 A NET, 

KET HEAR Us BOG ERRE HES EL Bg1f 
料 ,我 全 给 作 了 简略 的 介绍 LIU XC leg EUR EB EHER. 
RFRA I pelt. 抛物 柱 画 数 方 面 ,在 本 册 中 也 介绍 得 比较 全 
而 ,但 对 地 转 抛 物 而 本 数 则 不 作 了 极 简 单 的 引述 ,因为 最 近 出 版 的 
H. Buchholz By 3€ Die konfluente hypergeometrische Funktion 
(Springer-Verlag, 1953) HELIX SCHEN T SERI H EL. 
ABH ferr SY By — EHE Chas 2 UR C, TB 3k BCE) 中 ,我 们 采 
Fin icis HERA Ec) Rath REO HAE 20 DEL SUE COSE ge 
BR EIS in io RI A TUE 在 正 交 多 项 式 的 
JV 5, SPIRAT AR TE Hide, ABE] Szegó f 
TE, 主要 在 说 明 古 典 正 交 多 项 式 的 性 质 , 不过, RAR PH — 
稳 较 防 生 的 多 项 式 ,离散 变量 的 多 项 式 , 超 球 调和 图 数 以 及 一 些 多 
变量 双 正 交 多 项 式 还 是 有 用 的 . HARRESA 
说 得 比较 简 畦 ,但 我 们 希望 在 研究 这 些 责 数 时 应 要 用 到 的 一 些 主 
要 材料 都 能 在 这 一 竟 中 找到 ,特别 是 ,我 们 对 于 第 三 类 髓 图 积分 的 
BARC TEESE Ty Ti BE 3 , NAEH FEN EC RU ER Thi UE VH 
数 时 征用 的 一 些 材料 ,实际 上 在 本 嘎 中 业已 齐备 我 们 希望 13 o 


ii 高 25 超 越 & 
中 的 许多 公式 的 表 列 方法 , 将 增加 这 一 章 的 实用 . 

像 在 第 一 册 中 一 样 FEEL AR ADT BS CRRA pk. EHI 
893288 te ng im Ab. FETT AC HR BL — HH B A] 
WABASH h REC FE. 
RAAME RTTA P Sp E SEIFE 4322 , 而 对 这 
E B GRP UAT EUST HOLDS E ERS. 

BAA tha RAL SAA y Ash — Pe SEHE 3X HL W 
要 用 到 ,我 们 不 再 加 以 说 明 , 其 定义 可 参看 第 一 贡 末 的 记 法 表 . 这 
里 所 用 各 种 参考 方法 仍 和 第 一 册 相 同 . ZU NER A ys TE 
者 姓名 ,其 后 是 发 表 年 分 , 许 欧 列 于 章 末 . 同一 节 里 的 方程 窟 用 一 
个 数 友 表 示 ,不 同 节 中 的 方程 用 章节 及 方程 的 数码 表示 . ER 
接 入 第 一 册 计 数 的 ,第 一 至 第 六 章 在 第 一 册 , 第 七 至 第 十 三 六 在 第 
Ip. 例如 3—7 (27) 是 指 第 三 章 第 七 第 中 的 方程 (27), 在 第 - - 册 
中 . 9-7 (12) 则 是 本 书 中 第 九 章 第 七 凶 的 方程 (12). 

MATER EAS ET FSB SAY Bh BRD DN. SS FE IT ME 
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Ske FER W 2 
第 一 部 分 理论 部 分 


T-1. 8| É 

RERA E eg GENEE K, 
LEE ENEE 8 
开 来 的 时 候 ) ,或 者 是 与 某 些 定 积 分 有 关 . 我 们 对 这 二 种 应 用 都 将 
Tä BAS Beall, ZENS CT, 

4E 1770 年 , 拉 格 部 日 研究 了 一 个 行星 环绕 太阳 的 刁 圆 运动 . 
设 b 2 Wa R L SEC f Fe AE bb ^E BR, FE EIHDPS US MED 
g—a (a? —b?)8; Ar, M, E ARMAR AC, PUA CAE GD. 
拉 格 朗 日 所 得 的 方程 为 
(1) M=E-esinä, 
(2)  r-a(l—scos E) =adM [dE. 
ZERTEET THEIR 
(3) sin&= 5 A, sin (nM), cos E = ESI B, cos (nM). 

n=1 n=] 
1819 46 H SERIE XXE F RER RKRN. 例如 : 
A, — (Ao mn) ^ 1 cos E cos (nE—nesin E)dE. 
xx HL SLATE AI IE BEN ER PT DA H 3 ZR Be OK AES [ H 
7-3(2) Be 1-2(56) HOEK ST, (3) 式 的 第 一 个 展开 式 变 为 
(4) sin B= (196) V sin (nM) J, (ne) fn. 
n=] 

HFE, (3) 式 的 第 二 个 展开 式 可 变换 为 


(5) cos E= —Y95--2 Y cos (nM) J} (ne) [n. 
n=1 


2 m om 超越 gd 数 
其 后 到 1824 年 , 贝 塞 尔 以 积分 式 [ 见 7-3 (2) ] 为 基础, 对 现在 以 其 
Ar fo ds REIR TE. 

SURE AR ea hH FAST TEN PEE ET 3 
作 Be As Ba aie” (Watson, 1944) (这 部 著作 是 有 关 具 塞 尔 尚 数 
的 标准 著作 ) 中 ,把 这 些 泵 数 的 彩 史 上 刻 到 J. FB CA $ AE 
1700). Mr (1764) ift Ei (1823) Fin , ERE AR 1 ORR ES FE TI AK 
Tr BER Eie EC n P UES ABER We QA E 不 开 . 不 过 ， 
BAER BORE LSAS EBA UE 

& T, Y, z 为 直角 坐标 , P, ó, z 为 柱 而 坐标 ，”， 0, h HERRE 
标 , 其 关系 为 
(6) v-—Pcosó, y=Psind, z=2. 
(7) z=rsin®cosd, y=rsin®sind, z=rcos®. 
在 这 些 坐 标 系 中 ,我 们 有 : 
(8 AF=F,,+ Fy + P,,= Fo tPF, +P Pig + Fen 


(9) 4AF=F,,+2 E EEN d Zei OH 
S 


T r? r? sin? d 
如 果 波 动 方程 4F =P PF =0 的 所 求解 的 形式 为 Saphi) 
或 f(r)g(0)h (9), 划 在 每 一 情形 下 ,有 人 得 出 了 / 的 党 微分 方程 
29: 
(10) E Ei 
4, d (rf) 

dr? 

AP a 及? 为 分 离 常 数 . 这 些 方 程 的 通 解 分 别 为 : 
(12) fP)=Z,[P(k?- a9]. 
(13) f(r)er74Z, (kr), 
AP Z, TORTE FR ERKA, pR, v ERBRECHEN 
A 


p3 LÀ 


+ (k?~ aà — p~?) f = 0. 


41) r 


A [k? — » (y 4-1) r7] f — 0. 


第 七 章 RETTEN 3 
不 同 坐 标 系 中 的 波动 方程 及 其 解 可 用 以 在 物理 上 引 遵 出 只 塞 
AR ASC ie (Weyrich, 1937). Eur. 7, 外 长 出 的 一 个 球 而 
没 ,频率 六 波长 入 Ck — äi, 可 用 下 面 的 波动 方程 来 涪 明 
R-7lg-i2wt-R/X) ÉAR-e-xebikR 
KY R A (S. n, O k (a, 2) 两 点 关 的 距离 ,如果 包 国 z ang 
六 县 有 均匀 的 密度 和 相 , 划 沟 画 加 后 可 竺 合成 波动 形式 为 


(14) uocem p Loi 4- (z—0)?]" exp {ik[P? (z C] 3 aC. 


其 中 PP 22 ey? MUR ESI Dr mut nix — DEC A M — FE 
Wim & Ç= z-P sh 7 Halle) B] uu 
(15) umet D gii eli * da. 
APERTA Y 88 = 2 H SE 43k EE 

记 法 

在 这 一 章 里 ,我 们 采用 蔡 特 生 具 塞 尔 画 数论 中 的 记 法 . 在 文 
献上 可 以 看 到 ,但 在 我 们 这 里 不 用 的 一 些 记 法 也 可 以 在 这 里 提 一 
te. 

FE Hi Tha — AUI AE E1922, p. 23 及 25) B — + Vd P, (z) 
及 G, (2), 
(6) F(z) = z79J, (22) 
7) G2) - iere), 
D SEA (1945, p. 128) 用 
(8) A,() =P (0+1) (£2), (2). 
HERE ya H -AREE (1946, p. 373) te fe rp, WE E FE XE Zu %& 
K,(2) 定义 为 
(19) K,(e) = Wall.) — L(2)] etn (vr). 
这 和 我 们 在 7-2 (13) 中 的 记 法 有 所 不 同 . 

A BIERE Y (e), 7-2 (4), 密切 相关 的 丙 数 以 了 ,(z) de 


4 高 E 超 越 NE 

aR (Watson, 1944, p. 63) REAL Y , (z) 表示 (Gray-Mathews, 1922, 
p. 24), 

(20) Y,(2)-Y,(2)mmY,(z)e'"" sec (vz). 

一 些 “有关 西数 的 其 他 记 法 , 兄 7-5-6 fi, 


7-2. 具 赛 尔 微分 方程 
7-21. 一 般 阶 的 具 塞 尔 菠 数 

员 案 尔 面 数 是 下 面 的 只 寨 尔 方程 的 解 : 

(1) w= rt = + (2? - Ga = z £ (: iz) 
+ (22—»*)w—0; 
v, z 不 受 限 制 ,但 是 在 目前 我 们 将 假定 ”不 为 整数 (o osten] pt 
7-2-4 i). GUAR (1) 是 超 比 微分 万 程 的 一 个 极限 情形 ( 昂 
Klein, 1933, p.156) ; 宅 在 2—0 上 县 有 一 个 正则 型 的 奇 点 ,在 
2 一 co 上 具有 一 个 非 正 若 型 的 奇 点 ;所 有 其他 的 点 都 是 这 一 微分 
Fi FEWER GE C. 求 一 个 娘 性 微分 方程 在 正则 型 奇 点 的 券 域 中 的 解 
的 标准 方法 ( 见 Whittaker-Watson, 1927, 10. 3) BIH: THR 
&) See) X (~ 10g)" ai fie te 
及 J(e) 第 一 个 解 JL C2) ST EIE ECRIRE, z 是 只 案 尔 
责 数 的 变量 , > 为 其 阶 . ABAN, zJ, (2) REGEK, H. 
在 z Bey 的 任何 有 异域 中 一 至 收敛， 根据 康 曼 尔 关系 式 6-3(7)， 
方程 (2) nef 
(3) Jie) = 022) Fi wth — V 25 /T+1) 
= (19 z)"e7*, Fi(v--15; 2v 4-1; Liz) /P (v 4-1). 

TUE leon 
(4)  FY,(2)-(sinrsz)[J,(2) cos (vx) — J _, (2) ], 
(5 HO0()=J,()+iY,(2 

= [isin (pz) ]1LJ.., (2) —J,(z)e7*7"], 


fou US og e 5 

(6) H(z) =J,(2)-i¥,(2) 
= (i sin vx) [I (z)e®"— J_ (231 
也 是 (D nmn Y, BOUE HEAR BOO HE DNE, HP 及 
HT) ELS = 3S H 3 NR BRD A GC Vg. 
Hy (5) K (6) 可 得 
(7) Ji (a) = lLAMP (2) + AYP (2) ], 
(8 Yale) =t [HP (2) - HP (2) ]1/:. 
从 定义 可 知 
(9) HUX(z)-e"*HU(z), HU(z)-e-"*HQ(z). 
AI xem z WISE q 3 ka. XF Ro dH p PES, HU 
(10) J,e) =I, (2, Y, m YT, A (2) =H? (2), 
Hy) (2) = HD (2), 

特别 是 ,如 阶 > 为 实数 而 变 景 为 正 数 , WT, 及 Y, 将 都 是 实数 . 
Bri 3X VA A H 3K UTE TI aic O 至 — oo HH Bing zem D 
SH Sënn SARIS 六 EE 2=0 上 都 有 枝 点 . 第 一 类 只 
塞 尔 丙 数 显然 是 2 MATH ,在 后 面 我 们 将 会 看 到 ,如 果 对 整数 
von, 第 二 、 第 三 类 具 塞 尔 画 数 在 适当 的 定义 下 也 将 是 > 的 整 面 
数 . 


7-2-2. — MER ETE RR 
如 果 在 只 塞 尔 微分 方程 (1) VIA iz (Ç z, 则 得 


d? dw . 
(11) PEL dz (23 +r? jw = 0. 


如 v 不 为 整数 (整数 值 的 六 见 1-2-5 W), Ri] T(z) 及 JL (tz) 38 
Jj f (11) 的 二 个 线性 独立 解 ,但 最 常用 的 是 下 面 的 画 数 


(12) L,(z) ze], (ze) :一 > (loz Pmt” /Lmt myrt] 
m=0 
(192)* 


=— 1:0. » 1⁄4 22 
D (v--1) o P (r1; u? ) 


6 Bom 超越 m ox 
SE ‚Po 4-15; w1; 22) 

=2 >z: M 22) (e+, 
[与 6-9 (11) 比较 ] 及 1.,(2). XX PY VR OER 2 SE — ARME TER BEAR N 
数 , 当 2 是 实数 、z 是 正 数 时 ,它们 都 是 实数 . 

EE 

13) K, (2) =14 x (sin ve) I_, (2) — 1,(2)] 

= (L127/2) W,, (22) 
[与 6-9 (14) Je A (10) 的 一 个 解 . ZG mg OK E 
TES As IH 8c yk fa 3 eE Be RRP BL E (ae SC AE M 15 
MacDonald 的 ) . 

是 然 我 们 有 

(14) Eier K,(2), 
MIA (12), (5) Ae (6) 可 知 
(15) K,(z) = Lo imet" HD (ze"4*) 

= — Yo ime iH" H (D) (gen iMm), 
因此 有 
(16)  K,(ze"**) = ine H CO (gg 9) = Y ige en ET OD (2) 
QT) HW(z)=— = en BO" KC (ze ien). 
如 ?为 实数 而 z Ay TEL, W K, (2) gc 

7-2-3. FRI ERR RRR 


FEAR SS PHB ber (x) 及 bei (x) ( 实数 ) 由 下 而 的 方程 定义 
(18) ber (x) +ibei (x) = Jo (e) = To (xet), 
将 这 一 定义 推广 到 复数 z AAT ERREX RAF: 
(19) ber, (2) tt bei, (2) = J, (zem, 
(20) ker, (z) +£ kei, (z) = e*H"* K (zet), 
如 果 不 用 (20) , 那么 可 用 


SL S Ame eR 7 
(21) her, (2) +¢ hei, (2) = HP (ze), 
(22) her, (2) — i hei, (z) = H® (ze-!*47), 
(23) 2ker, (z) = — e hei, (2); 2 kei, (2) =a her, (2), 
2 p 是 实数 日 z 是 正 实 数 的 叶 候 , o ber, (z), bei, (2), ker, (2), 
kei, (z), her, (z), hei, (z) ALBERT ERD. McLachlan, 1934, 
p 119, 168). 


7-2-4. Serie A) Force 
Ric Bik hy ee — 288 E3 SER RH EA RH mn HER 


f w e c o8 


Hr MEEL J. (z) AOS ABER TAP REE Y gods b opt 
关系 ,前 n- LER. Ka Y RCT Swe eK, ën: 


JG) = (71) (08 m7 Len! (m —n) 1], 
或 者 ,由 m=nt+l, 1=0, 1, 2, > 
(24) Jale) = (—1)"J, G). 
XRRR T Hr ROC 7 都 成 立 . 

将 exp [12 z(£— £70) ] IK C hu SORT ; 可 得 具 塞 尔 系 数 . 为 了 

REB AX — ni CAR THEE 

erste > (Vo zt)! /11 X ( — 16 2173) ^ /m| 
在 这 一 展开 式 中 U^ 的 杀 数 ,恰巧 是 J, (2). TRIR 

exp [1% z (t — t7!) ] = X ¿tJ (2), 

MH, az 4 2, t/a AC t, WRI AR RR He He i EAS 
(35) exp [1⁄4 2(t- ar-1)] = Ki (t/a)"J, (az) 


= J, (a2) + 2, J, (a2) | (£/a)" 4- ( — t/a) 7?]. 


8 mom a mM 
Waal, t= e, 就 可 得 雅 可 比 - 思 乔 公式 ; 
(26) eiim = D e™J, (2) 


=J, (z) +2 > Jon (2) cos (Qnep) 


十 好 > Jal sin[ Qn —1) 4], 
n=] 
nA t — iett, gy 


(27)  gircs*— 了 Zen, (2) 


= JQz) +25) iJ, (2) cos (np). 
an v Fy BB H(A), (5), (6) 式 的 右边 将 变 成 不 定形 . 但 是 
当 vn 《整数 ) 时 ,这 些 右边 部 分 的 标 限 还 是 存在 的 ,因此 可 以 把 
区 作为 整数 阶 第 二 类 及 第 三 类 只 塞 尔 夯 数 的 定义 , 显然 ,我 们 是 
足 可 以 计算 下 面 这 一 式 的 
Y.(z)zlim Y,(z) n —0, 1, 2,-- 
TE (4) 中 应 用 罗 司 比 塔 规则 ,可 得 


e$) eiser) - 


从 (2) 及 1-7(1) 
Od, 


m v+2m by tm 1) 
(29) =J (In (1 2)— È (- om) 
(30) = = —J_,(z) In (152) 


S bi rtn i) 
14 ye tam ` ; 
+ > ( SE mM'( —v»-- L) 


dn mem 1, Hn Ak 1-17(11) K 1-170125) 可 得 
lim y( —z4-m-rF1)/l(—»--m-E1) = (—1)*7^(n—m--1)!, 
Do. (30) 及 (24), 得 


Sth Ae HK 9 


(zm stelle eso 


i—1 


+> (lo2)?"7^(n —3n --1) ! /ml 
m=0 


V _ jn 1 — n) | 
—1»^-^(14 2m-—n . 
+2, UHR) (m +1. nbn! 


GERI), W PRAY » 可 参看 Mitra, 1925, Airey, 1935 a, 
A Müller, 1940]， 取 一 个 新 的 和 式 指 标 C m — n, 则 上 式 中 的 扰 
Sënn ET 


XC ez) mb +1)/ +e) 1], 
因而 得 


(31) mY,(2)-—3J,(e)!n(l5 555 (Lg 2)?^7"(n —m—1)1 /ni! 


EE LE DR 
WEE TA 
71 —1,2,3, «+: 


NR 


IM: 


TRAY KSA 
(32) mY,(2)-—2[Y--1n (15 2) |J, (2) 
— X (19 z)?"-^(n —m—1)1/m! ` 


(1⁄ç z)" n+2m 


i > [c D» A7? (n4-m)! I A IE n=l, 2,3, ++ 
AP BRP DY 1-7 (9) FR 
—174-27!-LF..--Em^1, m--1,2,3,.-., hy == 0. 
An pc, RIA, (30) 可 知 (32) PRA of pz de. BNET 
(33) mY,(2)-2[Y--1n (152) Jo (2) 
—2 > ( — 1)^(15 z)2%m m1) Ph, 
m 的 意 B bui (32) Xm miu, n WRTER , TEE ( (28), 


10 高 dk 超 越 图 数 


[J (z eos (ug) — Ju) 
(34) Y (2) z lim [cos (nr) |? sl 
nn 


= (— 1)" Y, (z) nel, 2,3, = 
KENE EE 
ER ptg d, HUDD LE A a BCAA» DIE, 


sin (ur) 


7-2-5. Sebi RBS IE SR 
A (24) Be (42) AM 
(35) Iz) — 1,(2) ; n=l, 2, 3, ttt 
因此 ,我 个 就 抬 五 (z) BK, (2) 作为 AD WRAP, 此 处 
or al, 
(86) Eoi Ke conso]. 
用 7-2-4 rpg FERE HTS 
(37) Ky(z) = (DLC) In (192) 


n—1 
+ >, (Dr) 
m=0 


+1⁄4(— 1)" > (19 2) nm 
Ee 


x [drin 4-m +1) +b (m 4-1) ]/ Dict (n 4-0) Y] 
n=1,2,3, +: 
Zu n=O, DU 


(38) Kei — Ile) In (2) + $ Ceep). 
应 用 这 样 完成 的 K,(2) MEL WP v Er, 
7-2-6. 球面 具 塞 尔 加 数 


Bäi Ris FIIR IRA BRET HLSICHAE » DRAN — 
个 时 才能 转化 为 初等 西数 粗 合 (Watson, 1944, 4-7 3 4-75). 34 
T3 im JH SER BOR eo K.+ (2) 其 由 n= 0, 1, 2, ttt Aci 


S LS H Be «gu 11 
EUR cuc ja pz deas CR ped (16), AT), (O K (8) HES. A 
fe 7-11 Gp, 298 0,1, 2, Bev ante ih, A316) 4 
得 
(39) Ks) m “ [a 12 unan, 
4 (+ 18 0/2)" f AGE ES, 因而 立即 可 将 Kun) 的 
表示 式 诅 成 有 限 世 形式 


_{™ ue Š 5 =m I'in--m--1) 
(40) "he e 2,02 mIPin+1—m) 
DY JH re e ATE | 

22 


(v,m)= PU ” Lp? — 1) (4? — 32 ...[42 — (2m —1)?]] 


=P(lg+v+m)/LmIPety—-m)], 

(与 1-20(3) 比较 ) bak nf ei 

(d) Ks) = (eaa) 7 D (e410, m) o)" 
Kl, LA n= 0 2549) , Hi) 

(429) Ku) = (Yom /2) te". 
M (42) Se 1—11(22) 式 可 得 表示 式 : 

a Kas EA 
DRAE RA Bene, R, V-11(1) 至 7-11(13) RR. 

MERO Ple dr ^] 9 CAS As E ASRI RRE 出 更 ,这 时 

PAE A idée ER JH magis F: 
(44) wa (2) = (Vom/2) Jne (2), 
(45) d (2) = (yam /2) H hyle) 
(46) Sm (2) = (Vom/2) * H iu (e). 
有 时 u) Be TERN CSL Watson, 1944, 3. 
4D. en HUE ZUR CHOR SHA, TAT Krall 及 Frink 

(1949) 与 Burchnall (1951) (€f. 


19 高 og x xk odo X 
722-7. RRA 


Fa ORBE dB H 3 De eg Juez) J, (B2) 表示 为 2 的 
REECH EAR EA SN O) AG EV 9 38 ETE M 
JU. DH" gaz)" (Va Be)’ (Yo a2)?" 的 系数 为 


m 


> (Bia)? /[nVP(» n +l) (n —n) IP (64-m — n-- 1) ]. 


n=0 
应 用 公式 1-2(3), 1-20(5) K 2-1(2) Bb ay — T AI J& 
的 起 此 级 数 , 从 而 半 出 如 下 的 里 开 式 : ' 
(T) PEHI (Be), (a2) = (AS az)" (1 Be)” 
e GH” az)” 
£, mll (0 F 4 1) 2 
这 一 式 当 6=a METERS REC, Dh, TERR F ka TC 43 n JH 
高 斯 公式 2-1(14) o B FE 
(48) J,(2)J, (2) 
-5 ( —1) "(15 zetenn (p -- ot Qin 4-1: 
Zu mil ome Lil emf dil +e ei +4} 
FAIRE SL JE 403 Bu elt, Di 
(49) l'(--1) (i 1), G) Ju (2) 
= (18 2)"**, F,(Vo--Yor -F Vo p, 1 lovt Vo p; loc v, 
1+#, l+yv+p; —2?). 
BA (48) RAR FI FITA 
= (+n 二 (+2iz) u 


erty (z) =a (22)” > nl (2v --n4-1) 


7-23. $ bie SE 
PEAY DS URES ur F. JA (2) 式 可 得 


FP (—m, —w—m;iv4-1;02a7?). 


d f f OD 
(0) Leder) er D C7 D" Qe) mmt / Dn my) ] 
m0 


= 2’J,-ı (2) , 


Bok Rw OE 3 13 


(51) T [eG 


— > > ( — 1) ^(19 z)2n*/ En — 1) lf (m4 » 4-1)] 
m 
= 一 gU ua (z) 3 


PRI EHE CA Pi PY ASF 


em (Au Ledesch 
en: (d NT 2x 
(53) (=) [eJ (2) |= (7 13) "27 mle) 
121,2,3,--- 
BK (50) K (51) ABER AT 
(54) Jiz) trd, 2) 9 2J, (2), 
(55) 215(2) —VI, (2) = —2J a): 
内 此 有 
(56) Jol) tal) Seve", (2), 
(87) Sa) J, (0) —24 (2). 
FIO (4), (5) 及 (6) Ban, PARR a= 28 H 3 ei 39 B AY 
癌 样 的 关系 .关系 式 〈12) (13), Jat agb RT rt s al U E 
ZK ABTA ASK a WEEN 7-11 gn. 
SURES Sin Pig EN. (Szász, 1950): 
Ya) — J, (2) Ja (0) > VEL) LJ, (0) 
> 0, z 实数 ， 
ME m) dE 1T $U xt 
方程 (1) 的 二 个 解 wi 及 ws 的 隆 司 基 行列 式 是 exp [ — f27d2] 
的 一 个 常数 倍数 , 即 
(58) W (ww, w}eww — 109 == C271. 
Be XC np ELA BE Be 2k RETE SX Bg n HP b SE H SE. Zn 
w=J,(z), w=J_,(2), MER (2) 得 


14 高 SS B@ 加 数 

lim zW = (2»)/[P,u-—»P-45]--32z7 sin (en) =O, 
因此 得 
(59) WII, J_,1= —2(mz) l sin (vr). 

# » 39 — ERG px Ed DE TT AONO T WE ix W aR DJ Y 
7-2-4 HIF I EJ. 的 钱 性 相关 的 针 果 .对 于 肌 塞 尔 册 数 或 
{ETE ELE ZR UR CO OE el AEG, TIL Bi. 

DA (59) B (54) 式 可 知 
(600 Joya, (2)U, (2) 3 -J.,(2)J, (2) = 202) sin (pm). 

FU AAA 7-131 Bn. 
解析 开拓 

具有 变量 e7 (m 为 任 一 整数 ) 的 第 一 类 只 塞 尔 夯 数 可 用 (2) 

HERH: 


(61) J, Leem" eJ (z), HD +1, +2, +3, ... 
HWE LAE CA BSE HS ?-11 gn. 
油分 方程 


MESSE erf TREFFER EIS Ba 88 uj ELI BL AE Z< dg 

数 来 表示 ,隆美 寸 变 说 之 一 是 
z= 60, u=, 

A COM EI AE i o Pri ALB ee, 这 一 变换 将 (1) 式 变 换 为 
69 p etC 2a E+ LUPO EEN 
ie wile) 及 eg (2) D LUE RE EE. PEA eS (62) 
(8 t ROY 
(63) vm Che (BO) K v4 — Cw, (BO). 
A uf] EUER Va CARGOS Dg Ath Gk Ob 25 FE, BAF Kamke (1948, 
p. 440). 

FEAR AEA Jy RE 


[5 lw 
(b ail 4 (rum (e) 


Str H 3E d S 15 
的 通 解 可 用 参数 变 值 法 水 求 得 ,其 形 为 
(65) w=Aw,(z) + Biw4(2) + (2), 
Hof o (2) 及 wo (2) 为 齐 次 方程 (D) 的 二 个 线性 独立 和 解 ，w(2) 为 
(64) mëi t dE to Ad 


(66) Cu(z)- —w,() | thw, (0) f (Ddt 


+m(2) Cer (dt 
C Ew, 及 ws MEET AEG T2 Sp S 659]. 
UE JI) "` léie ) +b.J, i 分 别 满 足下 看 的 微分 方程 : 


(61) 2z2(22 一 2» MES 2(23 一 3⁄2) ° + [ (22 näi (z?--»*) he 


(68) 22[a2(22— 2) +07] oic z [at Gh bot) — b » 


-- [a? (2? — yh? --2ab 2? +02 (2? — v?) Jw = 0. 
7-3. MARERA 
7-3-1. RR $E 
An TEAS bt Gv W ye Hn HJ F 7-2(25), HI 
(1) 2mi), (az) =a" | tral exp [14 2 (t — a2t71) Jdt 
c 


H = 0, 1, 2, eae 
C B t PTA EROS E TB. mE (D rp ali jf 
选 定 C os eec ug ip, reit, 划 


xx 
(3) 2zJ, (2) =| et(z sin4—n$) deh 


—2 |, cos (zsind— nd) db, n=0, 1, 2, = 


FORA UE eas, 


i6 高 s B d HB 数 
7-32. 泊 松 型 的 积分 表示 式 


对 于 一 般 的 六 泊 松 积分 表示 式 为 [这 一 公式 的 推广 见 
7-8 (11) ]: 


(3)  P(r4-19)J, (2) —2n7 (18 z)” IT cos (z sin ch (cos $) ?"dd 


Rer 1%. 
要 证 明 这 一 公式 ， HY H% cos (z sin $) EFA z DÉI E SCIRE; XE 
积分 印 香 . 在 这 一 过 程 中 ,将 会 遇 到 积分 


Vn 
| ， (sin p)?” (cos o)?" d. 


根据 1-5(19), 这 一 积分 等 于 
1» (vtl (m+) / (m+ 4-1), 
因此 ,得 
D'(v--19) J, (2) 

Poeti Ont) | 
(2) M (v 4- m+ 1) 
对 2m! = P (9m --1) 应 用 Y 面 数 中 的 加 倍 公 式 1-2(15) Hinter 
式 “-2(2)， 就 可 得 出 公式 〈3)，(〈3) 式 的 稍 加 修正 式 , 兄 712 Bh. 

7-12(6) 式 的 泊 松 积分 可 用 以 尊 出 一 个 Lei 的 不 等 式 ， 设 
2 为 实数 , vl — 1⁄2, H z= x+ š (vy SOR) Al 


=a (19 2)" 3 (—1) me 
3-0 


Pete) sca Ql D 7 eros dn dd 


而 根据 1-5 (19), 可 得 
(4) |J,()| I 
[还 可 参看 7-10 (82) ]. 


7-33. 园 厂 积分 表示 式 
v We Gic fii AS UR) LUZ UR nf ELA Hy RRR. ura 


第 七 间 HOS HD X 17 
一 复数 而 Re a>0; 则 可 有 表示 式 : 


{0+} 
(5) Ani), (az ) = 2” | exp [1% a (t 一 22-1) (ee) dt 


— (2/2)" M exp [a (t — 1⁄4 2271) Jet dt, 
Re a>0, larg £| <a. 
(0+) 

此 处 符号 | pg," EA CA De 

t Ah ER MESS TG ASIN EE 

明显 , (5) 式 是 〈1) 式 的 推广 , 因为 如 2 29 — ORC, 则 (5) 式 的 被 

积 式 是 单 值 的 ， 积 分 回 线 可 以 变形 为 一 个 转机 原 点 的 于 并 线 ， 为 

了 证 明 (5) 式 ,在 (5) 式 中 应 用 展开 式 


exp [ —a2?/ (40) ] = > ( —1)"^ (14 az?) ™-™/m! 
FRIAR. M 1-6(6) 式 得 


(0+) 
| etm vl qt = zia" "IT (m+ +1). 
因此 有 


»(0+) 
J exp [a£ — 1⁄4 a2?t-1] dt 


= Barden > ( — 1) "(Vo az) ?n*" [n IP (m +> + 1) ], 


应 用 1-2 (2) 就 可 得 出 (5) 式 . 

HOS FEA H 36 Z21542 DY TAO, BY EAH SSK 7-2 (4) 
= 7-2(6) Ae 7-2 (12), 7-2 (13) 式 得 出 ， W255 McLachlan 及 
Meyers (1937). 

当 Rev —1ifj 4 为 正 实 数 时 ，(5) PAIRÉ iis. 
RITTE, TE 
(6) wid, (az) = z” ee dt, 


一 oo 


c. a>0, Rer —1. 


18 E ® E EKR 
PARETA 
泊 松 积分 3) ASHEN T re ré Riki. BPR — Te 


»—1-) 


(1+ . 
(T) mil, (2) aD (Ve —v) e) | ef (£ — 1)*7 dt, 


vH 不 为 负 整 数 . 积分 路 径 为 一 8 FB An FR, 


i-2E Wi 
(t — 1) X (£-- 1) 在 与 正 实惠 交点 上 的 最 初 幅 角 在 上 一 1 右边 者 等 
TE. ATESA) 我 们 可 将 原来 的 转 道 用 网 中 虞 线 所 示 的 转 
线 来 代 禁 ， 如 设 Re w+14) 20, FRE +1 的 加 全 径 趋向 于 
NL 
[oO ema iym dd = Bi cos (va) | et i 1 dt, 
-1 


Re r> — 14. 
如 将 右边 的 积分 用 7-12 07) 式 表 示 , 就 可 得 出 (?) 式 . AE UE TRUE 
开拓 的 理论 gt 不 为 正 站 数 ,限制 条 件 Re y> 一声 是 可 
EU eias. 
ECKER 
(8) ni), (2) gm ER +r) el" (Voz) -y 


(~lt: l+) ` 
xf ILL (12 — 1) dt 


cog td 
y4-l9z50, —1, —2, ---, d<argt<2a+6, —d<argz<x—8S, 
TRAE ER RO P lal AR: 


19 


t Em 
arg t 的 最 初 值 取 6， 最 终 值 取 6 十 2x. 为 了 证 明 式 (8), PT DT 
broth Bas. H 


LOk +r) (2 —1) 77 = > L (15 + v --m)t- m n] 
m=0 
将 这 一 式 代入 (8) EEN. TAA 1-66) Ae = ae, 得 
( f 
| s [72vcim-1gt2! di — Batter im eier P (2p -2m + ]) 
oogt 
— Š <arg z <r — 0. 
因此 


eo gmt P (15 -E + m) 
J = WA — m/i vrom Nm Ll. 
(2) Hä > ( 1) (12 2) m! äu FEE 1) 


对 Y DEI 1-2(15) Bm EAS, Dn AR CH (8). 
734 MERE, SP pi DOR ORB REN 


BK ?-3-3 的 千 果 中 可 得 出 很 多 定 积 分 型 的 炎 示 式 ， 
EFL BRR 
AE (9) Bo Ey e XE Po = 1, 并 将 回 线 变形 为 -个 由 如 
PRR RHR IR: 一 ce 至 一 1 AG (arg ^ — —m), 在 正方 问 
IA spin d ni REIR] (Co m xargism), K —1 38 — eo 19 SE dh 
(arg ten) f REGIE JB MEER: 


20 [XE R HE KK EE 


(9)  wJ,(z)={ i cos (z sin dh —rd)dd — sin (var) N DEE 
Re 2>0. 
如 Rez=0, fiii Rev>0, 上 式 仍 正确 ， 如 2 为 一 整数 , 剧 (9) 
式 即 简化 为 式 (20. 50 7-2 (4) K (9) DS bs E deor f — T 3 
MEER, 
(10) sY, (2) = | > sin (z sin 4 — vt) dt 
| -f (et -- e"! cosvar)e7*8"! dt, Re z>0. 


[对 于 (9) Be (10) 式 中 右边 的 第 一 个 积分 ,可 与 ?-5(33) SUCHE]. 
(9) 及 (10) 式 的 广义 式 , 见 ?-12017) 7-12 (18). 
SPM Fst 
从 (8) 式 中 HERTS SHERRI BD JL OBI eR 
Xx. 我 们 取 Ò=, AER EJE de 09 8 88 RE An 
Rev« Lë, fifi +1 MBERE TZ, DU 


t-2 jj 


1 
(11) rag- | | (1-27 eos( zt —umr)dl 
0 


这 一 式 相 当 王 泊 松 积分 式 (3). EAN) rpm — > (6v FERED 
(3) A 7-2 (40, SEE ad BCPA eA KUN 


一 sin (vx) |. (14-2) 7 et at |, Rez>0, Hexe 5. 


Boc Dem a 21 
1 
(3) PO) ¥, (2) nie) | (1-1 sin (et) dt 
0 


-| er + t)r dt |, Re z>0, Rev» — 15. 
在 (132) si GLA Hire REN 775 (78), 得 
(3) [H,(z) — Hei ] (vr Vo) 
= 2a (Yea) | et (IH) dt, Re z>0. 
0 
现在 (8) 式 中 兮 6 一 0 FEN MERE STK, D ze? ( 2, —v 
Kv, 并 设 Re v> — to, 借以 使 图 站 £ = +1 AORN PRE TS, 
DOG 
(14) Lj(z)—m^?T(Y5 — Gë J| sin vm) et? —1)y7* dt 
-+ cos wa) f | e7 (] — (isch di |, Re» — Lë, Rez>0. 
因此 ,根据 公式 7-2 (13), 7-2 (12), 7-2 04) 可 得 
Q8) Tv+ Yo) K, (2) =a (oz) || et (P 1)77 dt 
1 
Re r> — 1%, Rez>0. 
yA t—1=v/z, 划 得 
(16) ['wW+14)K,(z) = (Vem/2) Me-*[ ect 1+ v/2)"7*dv 


larg z] <m, Rev> — Lë, 
gk Leo 
17) P(v-Fi$)K,(2) 
- cogi 0 
= (Vo m/z) e7? | emt =H (1 + Vat [ z)?7 dt 
0 
Rev> — 1%, |8| «lox, 0— z «arg z<- m. 


7-3-5. IZ HXREBOX 


Au ERR A} f eiëooaf oir(T—)$2T) + US IERI E c, (H _ Iorio 
至 lom —ioo) K o, (TH las — io 至 34m --100) (Ak) WE £T 2l 
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值 , 划 由 (9), (10), 1-2 (5) 及 7-2(6) 得 
(18) mH (2) =| eizcosvgiv(r Mm) dr, 
(19) „H{(2z) =f et co etv(T— 14m) de, 

Xf pP Rez>0, Cramer WB 可 用 C deit. C, 由 
一 7 十 tco Æ 9 — too, 此 处 了 为 0 53 m Rn re. asd 
Q-argz, a=Rer, B=Imr, tr=4a+iZ, 

就 很 容易 证 明 Re (iz cos B) 在 B 较 大 时 可 用 

—|z| ch B sin (PFa) 
来 浙 近 地 表示 . ER Fir 620 而 和 定 . DI, (18) 式 的 
被 种 式 在 了 平面 丛 影 疮 分 中 当 r— o DEI ECH ACEN EUR. NOCH 


SS LL GE oe W S 23 
—7"n«dO«clom x -Wr<d<a-n (WE 0«n«lom 或 
Yo << 而 定 ) ,我 们 玫 可 以 C1 代 c1. 这 样 就 有 
(20) nH (2) =| GizcosT givtt-1m) dé, 
同 理 | | 
(21) «H@ (2) = |, eitcos® eist? dai dr, 


C, 是 由 ?一 ice 至 2a 一 ?十 fce 的 图 道 。 这些 积分 在 
(22) —m«dP$-argz«m—7, 0m 
I ce RAE TH i nj Xo (20) Be (20 SX PEE TE 
BUM X PEREIRA 7-2 (7) 可 知 
(33) 2nJ,(z) =|. etaeosr giv Tm Min) dr, 
—"«arg z«m —, 0=< x, 
C, 是 由 一 ?十 zce 至 2: — 7 -- ioo AYA, 
d 78 38:8) E — ERR] ELA) 
(24) mHiP(z)--—t [^ er sh avt do, 


o2 


e? sha-rva da, 


oo gx 


Q5) HR 


otir 
(26) aJ, (2) = —i | ehara da, 


这 些 积分 式 当 |arg z| «los IATA. CEM FT LA HA (20), (21) 
K (23) Xi n= m, 着 引用 代 换 t= Vom 4-20 ATH 

特殊 情形 
选取 ”==0, FREE C, Be C, 是 直线 的 ,于 是 可 得 希 英 表达 
X | 
(27) mH (2) = — ie sr r entet dt, 0<argz<a, 


— O03 


(28) =H (z) = eT IN eh! eh (vt — ivr) dt 
0 


一 d e7 5995! cos (vl) dt | O<arg z «m. 
9 Ä 


24 高 R ERER 


(29) aHP(z)= —Qie ter m evischi ch (pt LZ) dt 
0 


+£ J etzceost oos (yt) dt, — z «arg z<0, 
0 


OO 


(30) mH (2) = ieta f eizcht grt dt, —ma «arg z« 0. 


从 (27) 至 (300 5, EH] 7-2 (7) 式 分 别 可 得 


(31) adJ, (z) sel il etcost cos (pi) dt 
0 
—sin (vz) | emu] O <arg z<, 
0 


(32) aJ,(z) = er" p tiscost cos (pt dt 
0 


一 Sin (vr) F ecrícisent dt | — n" «arg 2 <0. 
0 
FE (27) vp, A e! = w/o; 划 得 
(33) aH (az) = —ie-tir g NA vide, 
| 0 


Im 2720, Im (o?z) 70. 
7-3-6. 印尼 斯 各 分 式 
第 一 类 只 塞 尔 面 数 表 示 为 米 林 - 巴 尼斯 积分 [ 见 (1-19) 193% 
KAH 

(34) Asil (z) = p (Vox) 7T (Vor --155) /T' (1-- 15» — 195) ds 

v0, —Rev<c<l, 

3X — TER SENAT qa hO IS CHEMIE 
7—1 (19) 而 得 到 证明 ， 


如 来 限制 条 件 一 Rev<c<l Ariki, MAAR UAT ë OL TB RR 
As 9 BEBE MER BAP 


SCE HERREN 25 


(35) Ari], (i) = f (Moa P oy + An TT A — Yos Yls 

vD>0, Gel, 25 —Rer«o« — (2 —1) - Rev, m—1,2,-- 
diea dur PR GE E ENEE ER 
(a BET 

"a (Vy ara" 
Ad, S (X) =4aJ, (x) — Ami > (—1)^ TG RED 
XT pos Av See Bail, Fe X 
(36) DR C21) (o2) /[nUP Qr 4-1], 
n m=1, 2, 3, +> 

RER ES BAR Es BEAR IR. (33) S03 


(87) FLT m(2)1 m 2n (O, 
i 
(38) 元 [27"J, (2) ] 9 — zJ. (2): 


73-7. HEMIA 
下 而 是 受 里 积分 式 


(39) f cos (+A 34a) dE = (27/3) K, Rr), v0, 
0 


(0) | eos (B — 3t) dt — 27/82" [Jy Q9?) + Ts (a), 


v0, 
这 些 公式 可 证 有 出 如 下 ， 在 (39) 中 作 代 换 £= 2x sh 1⁄9. 因为 
4(sh v/3)3--3sh (v/3) = sh v. 


` cos (43 +. Ba) dt = 2327/3 N cos (22475 shv) eh (v/3) dv, 
Jü 9 
HEREIN 7-12 (95) 就 可 得 出 (39). 
BE EW) (40), 可 将 (390 ni Zeck JUN A ET H 7212) 


26 aa Bom oU 
KÉ 7-2 (13) ] 来 炎 示 ,得 
F cos (t dha) dt 
i ‚3m ea Am 
|> mm" A na | 
RUHE AU v 并 应 用 7-2(2) 就 可 得 40). 公式 (39) 及 (40) 
HERE Lye: (1944, pp. 330-324). 


74. ib BET xt 


REOR UR gm PEAS BY ENS v 或 变数 z rx» 及 z ty MERK 
LE "zem uo IF, 7-2 (22. Ay CR ky Ge 
WUE RIES. 24 s Wë soo 时 BE RPS eee T: M XE ; 
[323 »  z 部 大 的 情 光 下 ,研究 就 比较 复 什 了 ， 


741. 大 的 变数 


我 们 在 这 旦 将 导出 第 二 类 修正 只 赛 尔 殉 数 OK, (z) pin ROT 
XX. HRW LUE A eg eng AT IRIE = ET HJ zy 7-2 16), 7-217), 
Jk 1-2 (8) AOR EECH 

我 们 从 积分 表示 式 7-3 (17) HF, 

l'(v 4- V5) K,(2) = (190/2) e7? 


m 
x | em! ("7 (14 t/z) qt, 
0 
Rev>1s, öl «Lom, Š — marg z< Ó -F x, 


AS LAS Ty TPR 


M l'(y -1 5) 
1,t vols — 一 -一 ~- -一 一 2 
Qr eta) 2, Aloha m) ler 


代入 ,大 应 用 1-1(6), 可 得 


| | 、 Pív-—i5--m), 
4 = ONE 2 4077 m 3 
Q) Kz) = (27/2) |> NT +a] 


— 3z/2<arg 2<3x/2, 


第 七 章 JH W Z d 27 
Piy SEU Fo Nt B 
a (M — 1 Mo 18 — M) Ry 


= (20| etre ada] (1—v) (1 4-15 vt/ zt do. 


Ju 

容易 在 出 对 于 任何 国定 的 vz 24 Rev> — 19 IM f 

h = O( z| 20, 200, —3x/2-4- ex:arg 2:32/2 — £, £20. 
rA FR) Mana xXx, M>v—ly>—I, 
Re 220, HJ (1) CHAR TS 3s 3E (n — M ) RS kë 
CR MacRobert 1947, p. 272; Watson, 1944, p. 207) , g^ » E: 
都 是 实数 ，2z — M +16 与 z 相 上 比 为 很 小 时 s el %: p E 
一 赂 去 项 的 一 生 ( 基 Burnett, 1929). ase (L, 1937) 将 (1) 作 了 
修正 , 办 此 得 出 了 一 个 适用 于 精确 度 较 高 的 数值 计算 的 更 好 近似 
X. 

SUA Ge 1-20 (3) 


(3) _(, m) 一 SÉ t? —12)--- [42 — (2m — 1)?]] 


PUgty-+m) 
—OomM'(Vs--r— m) , 


Wil OT CHE EA 
(4 K,(z) = (lan/z)*e” aps (v, m) (22) -^ E 1, 


— 3z/2«arg2«3z/2. 
由 于 在 (v, m) üt S rB c HEBES 272, 故 限制 条 件 Rez> — Vo REA 
BE. 


742 X B FE 


有 有 天 的 变数 及 类 的 "rn HEAR Vd BCS 8 -— T W| SE SE AR tH 
SAFE (1909) pipe; AWA bE PRRs, 这 个 方法 以 下 而 的 是 
Uc Jg gts CH Copson, 1935, p. 330 Watson, 1944, p. 235). 


28 高 e d e wR * 
SS TK FP (2) 的 形式 为 
(5 F(z) =| um g (a) da. 


Arb C 为 复 ont e7*10 Bg P d pn AER E 
形 下 常 可 以 这 样 来 选择 C, 使 其 通过 TO TR ovs FE ME 
f(a) RRE C 上 保持 常数 . 这 样 就 可 有 f(a) =0, LER C 
有 
(6) Im[J/(a)]= PE = Im [7/(ao)], 
因此 当 o 通过 C 时 ，Re (f(z) RRE, 对 于 天 的 z, en 
式 的 模 在 %。 上 具有 一 个 突出 的 最 大 值 , 率 有 o, 的 紧 接 畦 城内 的 
35 —854- C 才 对 国 线 积分 《5) 起 重要 的 作用 ， 

为 了 简单 起 网, 我 们 假设 障 及 变数 都 是 正 的 ,并 分 
(N) z=2>0, v=p>0. 
此 外 ,并 发 9,2 >00 时 由 下 式 定义 的 量 v 
(8) shvy=p/2x, che, — (1 + p?/2?)%, Ae >0 
ERER. RIVER HC Kp (x); 其 他 只 塞 尔 夯 数 的 对 应 展 
HAT 7-13-2 Yip, 

一 个 形 如 (9) A KR, (x) 的 积分 表示 式 立 部 可 从 ?7-2(15) 式 
BAR g. BARGES 7-9 (20) 中 得 出 ,其 形式 为 
(9) Kiel | e-reosa eita do — 1⁄4 í f. e-i da 
Ar 
(10) f(a) =cosa-ipa/z. 
TU 73-5 Erb, ig C 从 一 7 十 ico 开始 , SET 0 — teo, 
此 处 ON Sar, 并 整个 位 于 复 o 2B THA <Reasn N, 条件 
f(a)-0 Shy 
(11) sina— —ip/z-— —ish vy 
3X —JH Fe Se is o f 
(12) = —T + Sum, m=0, +1, +2, «+ 


Sir Si xA E oW 23 
PERI ACE as PTA — n< Re a< 内 ,办 此 
13) ase — Hn {aE p+ (pt bat) |} = — no 
IH (10) 得 
(14) f(a,) 一 oh vy —vy sh vp. 
条 件 (6) end I ae an CE EH ,而 从 (9) 式 , 取 a= do, DI 
(15) K, (x) =l% IW en FUER dy = Vy | em 109 de, 
式 中 | 

g(v) =ch v — v sh vo 
if 18 
(16) r-g(v)—g(v) = ch v — eh o, — (ü Dal sh vo 
HE y ERRE r-^Bii BER TAB SET =v tH drin (pix tyi E 
dr/[dv IW ZI ir Din ien DANCE 7 = 0 (J ab bk i 
(17) d(r)-—dv/dr—[g'(v)]* 
可 以 表示 为 
(18) @()= Y, b,c, 

n=1 


3X —JRIF ABI R-i i TOME v = ty ri) Zen. 
S4 v thy — oe HYMN) es DJ ABR T [bp oo 诚 小 到 0; afr o Bi 
fih vo 增加 至 ce BF, 4832 + l O pue co. FRR Pit) 38 
件 来 确定 (18) P S3 On BERTS FR PEOR RA LL nf argr 
= 2 而 有 后 一 部 分 上 到 arg r= 0. Tti 
(19) K,(a) = 15 e rfe N eT | P(r) — P(re?*) ] dr. 
0 
EARP (80 FAT Mecher: Wie Hil (Copson, 1935, p. 218) 
VAR FEE Ug WEE JF N 
(200 Kyla) = en FOr) P > bong eo" MU 
(18) Ar E n THE np t uz me ER 


(21) Zei, Ste PT) dT =| Lg v) = gts) I" d, 


30 高 NE NE EE NE. 
em UD REITER ny -KRH 
bobus. 
fb IgG) — go) "7 46 v—v, EIC — 204-1 DER 
BL BOA (o — v)?" Lg (o) = 908) 177 dea Ge EC. F 
是 有 
(v0) "go) —g (ny) PH = YAP (i) 
1=0 
其 中 
1 
Gm Eee 1. 
另 一 方面 , 柯 西 定理 答 出 
(88) Amir =| (v — v) [g (v) ga)" do, 
AE mp v =u BSIHEILRGEE RT. XJ F. 20) 中 的 系数 


(24) b3n41 一 Lë EL 


. 1 REM - 
Cay L des OP Lae) SEN 


从 而 可 得 渐 近 展开 式 
(95) Kple) = (pa) exp [ — (p? a?) psh Y p/2)] 


V= Vg 


M-i 
x | > 2" I (m + V9) (p! 222) HO Gn) ; 


m= 0 
p, v0, 
式 中 
Omn = AIS (1 pepe mh, 
(25) SCH RIL 4 CR 


1 
(26) a =1, a= — ate (14 2?/p?)-4, 


a TT nien, 999 pua 2)-2 
198 ae: 34566 ^ C (P) > 


第 七 意 Hom mm 31 
J. 拜 吉尔 (1937, p. 23) MEMA T-TREE. 

他 答 出 了 一 个 对 pea >1 正确 的 公式 如 下 : 
(93) | K,(a)— 2 p? 4- 3?) exp [ — (p? + 2Y -- psh7Y p/2)] 


M-i 
x > 37d, (m+ V9) (pt x2) (2m) 1 | 
m=O 


sz Cio? (p? +22) 7 exp [ — (p?-+ 22) 4- p sh^! (p/2)], 
XH w= pac gy, (p? + 22) ps, 根据 pa wx oct 而 定 . 
对 于 QT) KV RB AEA TARER R: 


(28) d4,——Y ("7 H) pat (oy) +a) d 


do=l, d enden. 此 处 当 m— BAB Om —3 s, T) 
WKAR # TH CUM. Bi (28) 式 可 知 
(29) d,—1, ds=0, d= — (ph EE, d, =10p2— (p! + x), 
dg — 56 p? -I- 38 (p +22) — (p H-2)H, 
d, = — 2100 p*( p? 4- x?) --246 p? --210( p? -- 33) — (p? +2)". 

J,(a) Be HyD (a) ftot Rz A Pa Fi PUT HERE PRE A Ei f 
de Act de xk SU 7-3 (20) Be 1-3 (23) 中 得 出 (参看 Debye, 1909: 
Watson, 1944, p. 235; Weyrich, 1937, p. 49) "GH F Jic bE 

下 降 路 径 的 研究 见 Emde, 1937, 1939, Emde 及 Rühle, 1934). 4 
据 2 BAP BUI Fade z EMMER H Tab AS Fe] (5 5 JÉ. 
这 些 情形 刘 于 公式 7-13(11) 至 7-13(16) rh. JEJE 7-13 (11) K 
7-13 (14) 的 余 项 的 上 和 迪 的 公式 ， 系 数 的 尼 推 关系 式 等 分 别 和 所 梅 杰 
(1933, p. 108) 及 万 文 (1927, p. 27) WH. 

Jär (Và, Schöbe, 1948), 第 二 部 区 尔 夯 数 的 二 个 不 同 (tJ 9T AC 
Reps et A 7-3 (25) ss E RRA Ia 2330 Ag 
7-13 (11) & 7-13 (13) KAI FEE UNE 058: i C EA 
含有 MR — BER. TAUR Arie Ah Di är TE A 
?-13(27) 及 非特 生 公式 7-13 (34). 


39 高 R 超 B HE 数 
7-4-3. 过 JE t 


AY (x) 的 渐 近 展开 式 7-130110), 7-103013) 及 7-13 15) 分 
ME z> p, z< p, Ae Plt p MAE RER 于 所 有 有 的 可 能 
Tei JE RAER IE P fes AUI IARE S — p= Oa"). HERE) bh 
bh, E24 air 近似 地 等 于 1 而 e p| 很 大 时 ,应 应 用 出 的 一 些 公 
aX. 3X PEAS SA FF IH At Dä: (Watson, 1944, p. 248), HERE 
(1944, p. 249), SH (1948), dée Ui (1949) See, 

OC n PRII -AE LUE A UO ARM ZEN 
(300 J,(x)e m 3 (Efe) KA) 

(31) J, (v) ~ 37 E LTJ u (£) +J (C), 
根据 o<n vi c n Wee, H 


ae N M 
(32) é=3(5) La ni, 
[对 于 V(x), WM 7-13, 24) Be 7-13(26) ].. ix Sip tE HHE 
Pi (Watson, 1944, p. 229) JOB. oth I SUIDA REA AGORA, 
7-3(2) 开始 
(93) mJ, (xm) =| cos (nf — x sin $) dch, 

0 

HHE d /dd (nd — sin di — 0 sk cos d —n/z 处 是 定 站 的， 出 于 
UP MEAE n ILSE P e, PA ERES BUSES STE A — $ */6 
{CHF sind. Ak 


aJ, (2) -| cos [1453/6 — (x — nyp] dd 


~ E cos [93/6 — (x — n) hb] dd. 
"0 
当 Zz<n WY, ALTE BSP 7-3 (39), iij v» 时 , 则 是 积分 式 
7-3(40), Main d y PRIJAM (30) 及 (31). 
Xil eR AE STE 4 PJ ES s s SP Tar Ue , 3E fg 


CE J #@ í mR 33 
BE 8] K CAS (fi BS Pt BLR AE AER. LEA hh — T B E BS 
Ha f^t Van der Corput (1934, 1936) ZH... J. Bijl (1937) 应 
用 这 -MR RK AIR 0 CA EIE ETC] . 
ERREZAK 
Ar Emgang Ta AFETE (1944, 
p 250), 
(34) oi 72 (ar) 37H we-p(w-w*/3-tan-tw) 
x HiP(pw?/3) --O(p7). 
OEB p ARES OH. 
(35) w= (a*/p?—1)*, 
此 处 在 x p 时 argw=0, 而 在 «<p ñf argw=140. J, (a) & 
用 (z) 的 对 应 公式 见 27-13 (28) Æ 7 15031). 如 2 近似 地 等 于 p. 
Ji] w WI OA p) (e p) 384098 [2 > p BF arg (z p) —0, 
z< p iif arg (z — p) 5 Vo x], FEH Py Dir #E 2S 5K (30) 及 
(31). 
SJL (1948) Bu arit! ERAH in Fuga CR, 7715-2 gn 
X), 
DEENEN 
x Hi |£ E (5+ eL Jo». 
E— S (62) "(a — p) 
a> p fh arg (z — p)#=0, z< pü arg (z — p)” = 30/2. 
别 的 公式 是 由 特 刻 柯 米 (1949) 导出 . 结果 是 
(37) «J, p+ (p/6)'5t]— (6/p)* 4A (t) 
—1/ (10p) Br AL(£) + 2A, tt) +00), 


(38) aY, p+ (p/6)51] = (6/p)'šA, (t) 
--1/(10p) [3:245 (6) + A, \t) ]-+O( pp). 
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此 处 A(t) 及 Alt) SERRE 
(39) Alt) — m/3 (E/9) LJ [2 (E/8) 4] + Ju E2 (6/3)98]), 
(40) At) en I 412 (1/3)5] — J [2 (£1/3)5)], 
[ 见 爱 里 积分 式 7-3 (40) ]. 
7-4-4. 均匀 渐 近 属 开 式 
微分 方程 法 

前 面 所 讨论 的 渐 近 公式 部 是 从 具 塞 尔 画 数 的 积分 表示 式 、 大 
和 全 是 从 松 个 费 尔 特 公 式 (?-3-5) 中 得 出 另 一 种 方法 是 以 微分 万 
程 为 出 发 点 . 

在 下 面 RNIT RED EJ 2E bk + AE ERAR, 
PEAS FER AAS 7-2 (1) 用 代 换 2 — pe? 来 变换 .所 得 的 方程 为 
(41)  w'(y) + p? (e?! — lun (q) =. 

形 如 下 式 的 微分 方程 

(42) wiy) + [LPG (y) — K (y) o (y) =0 

SUP pE PAN BZ, ETD E IL T TEX 
(Horn, 1899; Schlesinger, 1907; Birkhoff, 1908; Blumenthal, 
1912; Jeffreys, 1925; Jordan, 1930) 研究 过 . 基本 的 原则 是 近似 
地 相同 的 微分 万 程 将 有 近似 地 相同 的 解 . 在 早期 作者 的 作品 中 ， 
所 用 的 比较 方程 具有 一 不 变 的 D, 因此 ,所 有 这 些 方 法 在 dy) A 
有 和 零点 的 区 域内 不 能 使 用 .在 民 塞 尔 方程 的 情形 下, 不 能 用 这 些 
方法 的 就 是 y= 二 0 或 = 了 的 部 域 . 

mr (1931, 1932, 1934) 应 用 了 一 个 比较 方程 , 其 路 (y) 在 
ARE Runn 8 369 58, 因而 可 以 应 付 du) ng x dk (任何 
D MIERA FERE Ls BARR Bok den. HE 
乔 的 结果 应 用 于 (28) 式 就 可 引出 下 而 的 渐 近 公式 ,在 0<z<co 
内 一致 有 效 (Danger，1931，PpPP. 60-61). 

(43) et ID m) = 0 Ho — tan lw) 


x AY pw — ptautw) --O(p^193), w= (x*/ p? —1)^. 


StH HM On Ap X 35 

4 >> p B, argw K arg (w—tantw) BF: än p BJ. 
arg w= lo, fi arg (w —tan 1i) —3x/2. [J,(x) K V,Ce) 的 
EYL KLAR ?-13132) E 1-13 (85) ].. Js x) 的 数值 与 用 偷 乔 公式 
(43) 所 得 出 的 数值 之 阅 的 比 校 , 兄 Fock (1934); 将 (43) 推 广 芭 复 
数 p K x 的 情形 , 见 Langer (1932). 

# tw EA) Ce 近似 地 等 于 p). Aw —tan-! w 可 用 28/3 来 
(Ces, ID KOREA (94). 

近似 地 相 辕 ”的 敏 分 万 程 的 方法 也 从 出 齐 常 (1949, p. 121) J 
RE, Lok HAIR RIIS TREFF, ytd la (A — v?) 4] 的 
微分 方程 为 


d? w 


(44) — au EZ (一 一 di t ; a] = 0, 
式 中 
(45) u-tanh^iy— y. 
FE y — 0 f, (44) ung ve RETTEN 

— pgs b (o pP 1/35) Qu) HP (uf) 
gar TEMOR, BORE, (44) 就 相当 于 


d?W 
du? 


但 根据 公式 7-2 (62) 及 ?-3(63)， 可 知 (46) 的 一 个 解 为 
(41) W= (pu) Ky (pu), 
如 将 (44) A 


dw 
(48) 57 
其 中 
40) veer SEHR ue ) 


HR, ELA (A AK (48) SX UT ios og n] Hir ae Ds pr as 


(46) ++ H ( 一 pr. > ai =0. 


Lan (- pet M e) =w f (u) 
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代 而 得 出 (48) a9], Jti da RIZR Cherry (1949, 1950) 19% 
fé. 

T5 SX" 

XUL A 35 2CHIPR3EK LD RESOA Ar PERLE B E 
KASALA p. EE DE RO NH def E. (1944, 
第 9 及 10 TEE SOBRE HEE — Ha Hed 
HAR SPORE E OE ETE, 

7-5-1. 经 孟 多 项 式 及 有 关 多 项 式 

HAH O, (z) 出 下 式 定义 

(Q)  G—-57-YJ,(50,() 


ww nel, &=1, ¢,=2; [El < zl, 


ER E M UT VE S e) 展开 为 级 数 
f (z) = > G.J, (z) 

EN ER AR | a TT PO, @) 的 显 式 ,我 们 先 从 下 而 的 
RSA ET 
CHE => | e~t etti? dy, Re £/2«1. 
在 7-9 (95) 中 合 a—1, DEI z, 22/z dL £— £73, 得 

etti > la "fe q (x? Ed ] (2) De 4- (0? 4 2? EECH 
将 这 一 式 代入 《2), 并 注意 ,如 15/z| <1, 可 进行 逐 项 积分 ,将 车 果 
与 (1) SUE TA nn FOR 
(3) Oglz)= Vert? N {fark Qe 4p 22) 81^ 

+ [x — (2? +2?) |" te? da 


Bi | 
il (PEED - Do CH: p) ent dt, 
Q 
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bas, |ó --arg z i <15m. 
为 了 表明 O, (2) ISRAEL AE (9) 式 中 , 作 代 换 
[EHL] — P (— 1% n, lon; l5; — 1?) 
nt, FL (la + Vo n, V — Von; 94; — 0), 


HRS REA 

(4) On) = OK SL 16 g)-àn-i, 

(5) Ona) e È SEN aama, 

或 者 RER as 

(0)  O,(2) = lA ram Dtm! n>1, 
特别 是 


(T) er O,(2) — 275, O, (2) 2 2714-4275. 
RO, 是 2-1 的 n 十 1 次 多 项 式 ， 从 (6) 式 可 得 下 面 的 不 等 式 
(8) 10,() | «2*1 n! e|"! exp (41219), n1. 
Ey, e bp e HR 7-3 (4) EE 
Za,(£/2)" 
KERTH , DIS 


> aJ, (£)0, (2) 


A808] Ic fik. 

从 定义 可 得 下 面 的 关系 : 
(9) GG = — (2); 
(10) 207(2) = O,-, (2) — Oa (9) nal, 
(1) (m1) Ogag + (1-10, (2) t1 (0 = 1) 0, (2) 

= Ini (sin là nr)’, 

(12) n20,-1(2) — (n?—1)0, (2) = (n. —1)20; (2) +nlsin lan)”, 
(48) mzO,,4(2) - (1 —1)04(2)— — (n4-1)201 (2) --n(sin lana y. 
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从 这 些 关系 可 知 O, (z) 满足 微分 方程 
d?o 


(14) 2? dz 


d 
+82 + (2* -- 1 — n*3)v = z (cos Y nz)? 
+ n (sin 14 nz )?. 


# C dE REAA R PARRE, DU (6) 及 7-2 (2) 可 知 


(15) |. Os (2) O, (2) dz = 0, m= n msn, 
(16) |. J,,(z2)O,(z)dz = 0, MEN, 
(17) Í Im) On (2) dz = ai, mz. 


对 于 某 些 目的 来 说 ,应 用 许 拉 弗 里 多 项 式 

(48) el, S,(2)= €. (n—m—1)! (12)-*?9 ud 
™ nel, 

是 较为 方便 的 (Watson, 1944, 9-3~9-34 fi), "GOAL FAN 
关系 为 : 
(19) nS,(z) —=2zO, (z) 一 2(cos 19 nr )?. 

$k FIBA T SAX N, (z), 用 下 面 的 展开 式 定义 ; 
Q0 EITHER, eise, 
(R Watson, 1944, 9-4 及 9-41 Wi). 

Lanz EMELI A Ha EHER IN D HE J& (Watson, 
9-2, 9-5 各) ， 定 义 用 展开 式 为 


(21) Ze = ALIQ, DIER 
Q2) (z €) = > Bu, Tann Én. 


752. 隆美 耳 多 项 式 
重复 应 用 ?-2(59) RER, AS J ,rm 能 表示 为 : 
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(23) J,+m{2) 一 J, (2) Lin, D (2) m J,- (2) Ra-ı, GEN (2), 
A Ba, 为 271 n KTS PRS AREA, 同样 , 布 
(34) (—1)"J., (2) =F. (2) Ra, LEI $I ara (2) Eni). 
由 (23), (24) X 7-11 (33) 可 得 
(25) Rms» (z) = = lorz (sin vm) UT am (2) J il. 
+ ( - KC EE CHE 12] 
DY JAE RZ FERRER 7-2 (48), 从 公式 (25) RERUMS 
可 得 
«iim 
(26) Ra, (2) = > 
T(v+m) 


=— (Ye), F'a(liS — Vou, — Vom; v, — m, 


ro) 


(—1)"(m —n) IP (v+m— n) 


(1 92)- mtn 
n!(m—2n)M'(v4- 0) = 


l1—r»—mn; — 22). 

因而 可 得 
(27) Ray „(2) 一 (一 rin -ı-m4L (z). 

(FD ER atb B: [EPIRI 3, HE 988 772056), IN 
Hi FRR T 3) 56925 3 
(28) VY, rm(2) = Y (2) Ra, , (2) = Y, Ge) Rs, vil (2). 
因此 ,由 (25) A 7-11 (36) 可 得 
(29) Rm» (2) = — 7 loxz[Y ,4402)J,1(2) 一 J,+m(2) Y pot er 
设 7 为 一 整数 ,在 (25) vp, Ap mern, va lon. w Hj (260 K 
7-11(5) 可 得 
(30) [Inas (2) 7? + CI annie (9) P = [J, (2) P+ EY ns (e) 1? 

— äise > (2z)2m—2n (2n — 2) ! (2n — m)! | 


miin—m)!in— m)! 
Rm, o P BL SR EOS RA SAY A (25) 式 计 出 ， 对 于 
SPEAK, ROSE TRRZEN A 
(BL) lim [922 Rn a CO /T Gri] I.) 


mar. WRAT EREN (1944, 9-63, 9-65 i). TALEE 
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RIF McDonald (1926) 的 著作 . 
7-5-3. t-PA 
EFH J e) KEDER E, (2) I Pih frg RAS Wa 
X: 
(32) J,(2) iE (2) =a! F esiog-zsiag dd, 
因此 ,从 7-3(9) X 7-3(10) 分 别 可 得 下 看 的 表达 式 
(83) J,(z) =J,(2) +a™ sin (væ) | , zait dt 
=J,() +a sin em) | erte E (Lev (rede, 
Rez>0, 


(34) E,()--—Y,(2)—m^! N (et + e" "t cos vx )e7* ®t di 


= — Y,(2) — a N e7* ([o-4- (14-2) 


-- cos vm [v + (1+?) ]^" M (1 4- e?) do, 


Re z>0 
JA (33) 式 题 然 有 
(35) J,(2) = Jn(2). n=0, +1, £2, 0°. 


HE (32) ABER EC 1-5 (29) EE 
积分 可 得 


NE CDre)” 
— 1/ TIL A ee t 31 
(86) Inte) =008 (ov) 2. RTT EIC Ay 


I , oo — Ll ggyenrt 
+sin (Lora) > ML 
Tat avi nt - Mar) 


nov) S (= 1 gn 
= 1; ity. . 4 | | ft | 4 1. . 
(8T) E(2) =sin(grn) A pco Ei) 


, ar ( 一 1) n WE 
— cos (1$ va) > yn Lae Least) 8! IA 
n=0 Í (2 十 3 SS ED) (n+ 96 一 Lo v) 
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BTR EPR MARR EN IER R 
M (33) (34) nm 
(38) sin (vx) J, (2) eos (vm) E, (2) Ee) 
(39) sin (va) E, (2) =J_, (2) —cos (vx) J, (2)- 
如 将 (32) 式 微分 , 划 竺 
TAE HELG) Jeo! | {eitw-1e-zeins] 
— eilt Dé-asin$1) deh, 
因此 再 应 用 (32) 可 得 
(40) 2J;(z) =J,-1(2) — Jo (2) 
(41) 2E, (2) = Ea (2) — Bu). 
Ia A, M (32) SACRIS 
(43). nl) Jo (2) äus 1 J, (2) — 2 (az) sin (va), 
(43). E, (5) + Eps (2) va E, (2) - 2 (n2)? (1 — cos va). 
JA (33) 7-2 (1) 可 得 
HEINE) + (À — 229), (2) 
= glz? gin (vw) 1 Š, [(—2z ch £-«-»)e7**h!-?!] dt, 


这 样 ,我 们 显然 有 
(44) Jli(z)g-2 1I; (2)- ( 792273) J, (2) =a a" (2—v) sin (va). 

JA (39) Be (44) HAF 
(45) Eile) +z E,(2)+ 0-27?) EL(2) 

= = mlz [z +r + (z 一 2) cos (vm) |. 
渐 近 展开 式 

对 于 大 的 z KEK v, J, (2) 及 E, (2) 的 渐 近 展开 式 可 以 用 
其 特 生 预备 定理 休 求 出 .在 (33) 及 (3 包 式 中 ,分 别 代 人 
(46) [v4-(1-Fv?)*]"(1 J- v2) 7 =. P (15 155, 33— Laut — v?) 

Latz (+r, 1— Vo v; $4, — v3). 

并 应 用 2-1(2), 1-1(5), 可 得 
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(4T) J,(2) —J, (2) + (wz) sin (va) 


M—1 
x | $ (DD (135-197), fa 


O([2|79 ty D DH) 
evo (amen 

(48) E,(2) = — Y,(@) — (zz) 1 (1.-- cos vm) 
x [> ( — 1)" 9^ (Vg - 19v) (Và — Vav)s2-2"--O( | e | 2200] 
—v(nz-1) (1 — cos ym) 
x [3 Comm oce. Yo) acm 


+o) |. 


(47) 及 (48) 中 的 J (2) 及 Y, (2) 的 渐 近 展开 式 , 97-1363) 及 
7-13(4). 
对 于 大 的 12| Be 12 | OG Meis ERU SEE P (1944, p. 316) 
ETSI ea. 
1-5-4. 斯 特 拉 夫 图 数 


斯 特 拉 去 夯 数 由 类 但 于 泊 松 积分 ?~-343) 的 表示 式 所 定义 ,分 
(49) D(»--19)H,(2) == 2m "(Voz)" f (1 — 22) "7 sin (et) di 


= Bar" Voz)" "sin (z cos d) (sin $)?" db, Rev —15. 


"M 
0 


从 这 一 表达 式 就 可 以 证 明 (Watson, 1944, p. 337) 24 x 为 正 数 而 
velo 时 H,(x) 是 正 的 . 
如 (49) 变换 为 一 回 线 积分 , 则 v 的 限制 可 以 撤销 ,并 得 
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(50) H,(z)- —¿m-MP(14— v) gz)” 
sl" (t? — 1)" sin (zt) dt, palo, 94, S4, oes 
JA 7-2 (12) WEBER, 
($1) TELH, (Ez) — Y,(£2)] —75(19 fete 
x | u e-* (1 HERE) PH dt, 
B —1⁄¿ x<arg £< 8 + 19m; — 1⁄4 z — B <arg z <1⁄ x — B. 


{ 其 他 的 积分 表示 式 见 Meijer, 1935a, p. 628, 744; 1939; 1940, 
p. 198, 366; Nielsen, 1904, p. 234). 


Tac TE JURE AUREOS 
(829) L,(2) = — ie 97H, (ze M"), 
因此 从 (49) 得 


(53) dei ie éi e Ber (eil sh (z cos d) (sin d'Sr ag, 
Rev> ~ 1%. 


从 (51) 可 得 
_ im” lax)” D 
(54) L(a) Lun) - t | (1 4- £2) "7 sin (zt) dt, 


10, Re r<15. 
JE H,(2) 表示 为 z 88 JF RBH Ra A AM (49) KH 

sin (2 cos $) 展开 为 z (seges RT, 
(85) Beien È (CD) (12) HIP (nt) (ya-m--35601 

m=0 
nat P (l; 34 +>, $4; AA 29) /T (v + 34). 
因此 很 明显 可 以 着 出 (8 2)" H,(2) Er K z OP H 
ARTE 

(56) H,(ze'™™) =ei"tlng (z) m 21, 2, 3, + 


从 (52) 可 得 
(57) Lal BM) mTT (m4 SUE 


=2x (122) as 9g ty, 245 V 2?) /L(+ 94). 
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从 (55) 式 可 很 容易 得 出 下 面 的 微分 公式 


(88) $ [PH e) ]=2H a2), 


d 
(59) dz [z "H, (2)] == ra [T (v T 34) — z z WI (2) . 


KH (58) X (59) ROPE BU a tA HE He pakka t RT FF 
(60) H, a) --H, (2) —2v2 1 H,(2) tr ge)” [D e+ 94), 
(61) H,- (2) —Hyai (2) = 2H, (2) — "(Voz)" ot). 
从 (58) 及 (59) 可知 斯 特 拉 夫 画 数 满 是 下 面 的 微分 方程 
(62) 2Z2H;(e)+zH;(2)+ (2? 9) H(2) n7 Vg 2)" /T+ 
在 (51) AP, A 2 = 1, EAE AEEA FR OST aE 
SU OAR. ABFA £ 及 固定 的 v 的 公式 : 
(63) H,(£)-Y,(£) 


M-1 
Ae? Y, [I (ne Vo) QA E) tmt IP + Mh — 9] 


rose), larg £| «v. 

Y,(£) 的 渐 近 展开 式 见 7-13(4). H. IARE, 如” rr 
£20, WRZ M --Y8 -v20, M 项 以 后 的 余 项 将 与 第 一 个 略 友 
项 有 相同 的 符号 ,而 数值 则 较 小 ， 

对 于 大 的 v| 及 |El, FIR Watson (1944, p. 333). 

Án v= n+1o(n=0, 1, 2, ++) RID GPS (13-07) 7 
是 一 个 多 项 式 ,我 们 有 
(64) Hatys(é) 


STEE EE 


Y, (ë) RRA, R 7-11(2). Juk, ACL) 22 (54) 可 待 
(65) Hogi) =(-D "Saas (2); Lenso lt) = I2) 
n=0, 1, 2, -- 
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XP P n= 0, 从 (64) 可 得 
H (2) = (Yo m2) **(1— cos z). 
Jut 29 — EAE HIA, (37) K (55) HCH Watson, 1944, 
p. 337) 
(660  H,(2) 


xn 
=a? > P(m--19) (19 2)"7n-!jT (n+ V9 —m) ~ E), 


nm = 
(67) H_, (2) = ( 7T 1)"tg^i 
xin 
x M P(n—m-8) (z) "mT (m 4-94) — Bay (2). 
m=0 


rä tte DLE ASUS BE, H. Baudoux (1946). 
7-5-5. MSH BR 


RPK EF i 633E382k HEREIN TR 
(68) 2 SS m (22 — vp?) w = ST 
p» v 是 不 受 限 制 的 常数 . 〈68) 式 的 一 个 解 为 
(69) Su, (2) 
c — 
mao L(st1)?— 9 JL (u-F3)? Pr?) Lat 2m+1)?— v2] 
A CI" (Voz ap — Toro) ou-an) 
mco Ian Vov dm o- 94) Yuet ov m 4- 24) 
gut 
rt (we +1) 
X F,(1; We Vert 343 Yo u-- Vov-- 94; — V4 21). 
24 utr HPA BOA BM , $F (69) 2608 fe 
如 果 微 分 方程 (68) 用 参数 变 值 法 积 出 , 且 如 其 解 当 * 很 小 时 
ji ADS La — v 4-1) (A+ ey 47-1) 1712^**, UNE FIR: 


= z#—1 


(70) s,,,(2) = Yo m (sinvr)™ |J, wf z“J_„(z) dz 


46 高 4 超越 [Wo 数 
=T, (2) | 2*7, (de | 
0 
=1;z)z[ V, 2 zJ, (z)dz — ON er H, (de ]. 
0 0 


(70) 式 中 sy JU PRAY p RAB SE, 34 2S 
一 整数 时 ,前 面 一 个 表达 式 没 有 定义 ,但 后 一 式 仍然 正确 . 
(68) 的 另 一 特 解 为 
(1) Suss) —5,4,,(2) 
+[% (su Loeb VS) Pop Var 19) /sin (vor) ] 
x {eos [14 (jo —v)m]J ,(2) —cos [lop tr |J, (2)} 
—5,,,(2) To Tp Yo v -- V9) (Yo wt Voy +19) 
x {sin [a (p —v) m ]J, (2) —cos [ala —7)m] Y Gei), 
2$ ptr 中 有 一 数 为 奇 正 整 数 时 ,5,,, WAR Ping z 的 有 尽 降 
ERR Bk seas (GL Watson, 1944, p. 347): 
(2) 8,,,(2) —2" lm [pm] 
ll kt H ed lt De vente}. 
# utr 3X pu — v aa, H| s,, eg, fH S, (2) 
XL EF-— Tk (Watson, 1944, p. 348). 
XE HE XR 
从 定义 直接 可 推出 
(3) Suro) — 27! [ (pt) —?]s,, (2), 
(04) si, (2) + Qr/2)8,,, (2) = (MAY 8, a, (2), 
(13) 3,62) — (v/2)84,, (2) = (Hoe —1)5, a, E) 
(76) (2v/z)8,,,(2) 
= (A+r—1)8,.12-1(2) = (RP L) saiv (2), 
(Q7) Zei, Lei 
= (wy 1) si1(2) + Liebe L) Sua ya (2). 
EENEG (73) EN) 中 以 Sasa (2) 5, BT 
fn n] FEE AR US A IE HR. 
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降 美 耳 图 数 的 特殊 情形 
AY JU 53 ELE ZR VRBE SE Stu C nf LE Se HEKER. 
(T8) Oy, (2) —2718,, 5, (2). Ossa (2) = Ont 1)2718,, su (2), 
(79) Sa, (2) = AnS. A 3. (2). Sont1(2) = 250, anti (2) 
(80) Ay.) = aT (vm) et a rias) fal) 
(81) Antis MO 
PH (von +1) (4-924 -1) ET 
(82) J,(@) =a sin (vm) [89,, (2) 一 738-D ,(2)]- 
(83) E,(2) = — (1+cos vx) 85, .(z)/ m —v(1 —cos vx)s.,, ,(2)/m, 
(84) H,(2)--2!7'm-*is,, (2) | (vt la) 
= Y,(2) - 917m, , (2) /T (v t V8). 
这 里 有 所 用 的 是 7-5 节 中 所 说 的 让 法 . 
Bs Enc (1912) 3 
(85) €,( = ("rm/P(y 4-3m 4-1) 
= 2/58, y. ic (2) /T (v — 1). 
| 渐 近 展开 式 
f 02) 一 般 是 发 散 的 ,但 可 以 证 明 ( 见 Watson, 1944, 
P. 351) 当 |Z | AE AMT jargz| <a BER Sas y (2) (— ^ i 
UE BFP SK 
积分 表示 式 
下 面 的 积分 表示 式 
(86) 355 (2) = 2? (1⁄2 z) Karsto p (1a + 15 Ku — 1% v) 
x |” Juas (z sin 6) (sim 0) #24 (cos 07?» dd 
Re vr 4-1) 20. 


可 以 展开 为 2 ITA FR EN, BARER, 见 公式 
7-12(48) 至 1-12(52) 及 Szymanski (1935), Meijer (19354, 
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1938, 1939 a, 1940, pp. 198,366) 的 著作 . 

隆美 耳 还 稼 研究 了 二 变 基 的 男 数 ,定义 为 : 
(87) U,(w, Nad Dre me) 
(88) V, Go, 2) = cos (M toe Vez? fw tara) CU. uaa (uy 2). 
xx HG yup Be n^ Xu ze, BY SS Watson (1944, 16-5 —16 59 f) K 
Shastri (1938) 的 著作 . 


7-5-6. 几 种 别 的 记 法 及 有 关 函 数 


AE Eh RES “[BIFEU BRS SE” (Handbuch der Theorie der 
Zylinderfunktionen) — Hr, 47 JL Al id iis (35 2 de rk EM 
Nielsen 著作 , p. 406) tjr 7-5 tip Hin Asp]. fangen 

Z"(z) =H, (2), Y (2) -J,(z), @ (2) = — E, (2), 

IT^ ° (z) 

= 227^ cos [Mov a, o(2)/ LA — VP 4-1 v) J. 

BEI ARTE RENT y Fong ër 

IP (2) cs tal Leif Gel X" (9) = V 2[J.(2) — T. (z) 1, 

aD” (z) -e[ ereot cos (pd) dd, 

aA" (2) = (07 an e*t co5? sin (yo) dd. 

Ja HP BCE EE GE DU 7712 (2) ] 的 推 
BRIG BAK ?-12(40) 至 7-12(45) ]. 
T-6. Ma EB 

Sain bro TPA Jn Pe e 8. EE 
DBAS RAR GET 6] ET PS HE Sp EK TU QUE EC (2v + ME) ip 398 S , Wi) tt 
RATTEN EEE US EET OR Pim 42e. 这 一 说 法 不 是 
十 分 精确 的 , 在 当 > 一 0 时 二 种 类 型 完全 一 致 .实际 上 , EIN 
是 Jo 的 租 孟 加 法 定理 的 二 个 不 同 的 推广 . 
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7-6-1. 盖 根 堡 加 法 定理 
闵 根 供 加 法 定理 将 就 第 三 类 修正 只 塞 尔 册 数 K. (e) 来 建立 ， 
4 
(1) w=(2?+Z2- 222 cos p) =[ (Z —ze7"*) (Z — ze?) ]%, 
先 设 2, Z, MEX, 0«2« Z. 4ET-12(23) PIR 2—1 K a=, 
HUF} 
(2) w”K,(w) 
= Lä N exp L ~t = (22+ Z* — 22Z cos d) /tT dt. 
0 
An v0, Di gl ny pde PAX 7-10 (5) 
exp [¢-!zZ cos p) 
=[2t/ (eZ) YP) Y, (--n)Oy(eos 6) Las (2/0), 
代入 (2), 并 逐 项 积分 [运算 过 程 中 应 用 公式 7-77 (37), 这 样 , 就 可 
得 加 法 定理 (关于 Cx, 可 参看 3-15 8n), 
(3) w^"K,(w) = (Y 2Z) "T (v) 
X X (v n)C5(cos $) Iria (2) KE, 
n=0 
zc —1, —2, -, 2«Z. 
Zut v EAE, BING 3-15 (014), 可 得 
(4) Kw) =1y(z) K (2) +2 È LL) K,(Z) cos né z<Z. 
n-l 
从 公式 1-2 (12) 及 ?7-2%( 13) 可 知 ,级 数 (3) f UCR (cos $) (2/Z)" 
一 样 收敛 ,因此 从 3715 (1) 可 知 , 只 要 |ze* 7 | EI, (3) fu D 
BI. 
Han Dr Sri ut BR nl ID FANS 7-2 (160 , 7-217), 
GRO EE ET ER T-15 (28) 3: 7-15(32) 


7-6-2. 格 喇 夫 加 法 定理 
格 喇 夫 加 法 定理 为 


50 高 S S P E: 


Z — xe t$ lev E ind 
6) AOL) = Xe.) 


AP 
zet] « | Z|, w= (z?4- Z2 — 22Z cos b)* 
—[(Z — zei?) (Z — ze) J“, 
这 一 公式 可 以 证 明 如 下 . 从 ?-3(5) 可 得 
(22i) J , (2) J, (2) e? 


(O+) 


= J goto (ett Jt) (z) dt. 
— eo exp (— 68) 
IK 7-2 (25) 式 可 得 ， 


Qai) deeler 


= B exp [16 Z(t — £71) — Voz(te-** — tte) te dt. 
— exp (— £8) 
现在 合 1GF —2e *)t— wv, (Z —2e*) [t w[v, ETE (1) SX |: IR 
2—0 上 时 可 使 w- + Z amt BOTAN T BY USA BL RS T 
— co exp ( -- ta), 此 处 a— arg w. 这 样 就 有 
(bai) È Syap(Z) Tee mu (Z — ze)” 


(04) 
x | exp [1a w (v— 1) ]v-*"^ dv. 
-—9 exp (~id) 


再 应 用 公式 7-3 (5), 就 可 得 (5). 
公式 (5) 可 以 用 稍为 不 同 的 形式 写 出 ,引信 一 个 角 J, HER 
为 
Z—zcosd =u cos j, zsind=wsiny, 
因此 ,如 中 是 实数 而 2, Z, w BIE, Ro WEA z, Z, u 为 边 的 
三 角形 内 对 着 > 边 的 角 . 于 是 有 
(6) eJ w= Y Jyala, 


dt zez, +1, £2, ++, DI [ze*5| | Z . 
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对 于 其 他 的 只 塞 尔 画 数 , 见 公式 7-15(33) 337-1536). 
XP FEARS ert ENTE S H 32 X ACE IE E dé gF EB 
Be, bel 02 (1930) erai Hr Y — T iB y Anges ab 
(Q) J, Gá (32) = (7 1) "mim 12m 


X (—1)* (£m —$n--1)J4 us (2) 
n=0 f 
XJ mn (2) / [n1 ($m — n 4- 1) I]. 
(8) Bnav (22) = yp miam 


= om 


其 他 类 似 的 公式 见 Cooke (1930) 的 著作 ， 


x 


T-T. WIRK 
T-1-1. BERN 
JA. 7-2 (52) Fe 1-2 (53) 式 - 分 别 可 得 
(1) [2*1 (2)dz ze Du 
(2) jew, edz = =I (a). 
KT 2057) 式 可 得 
ar Same) + Heide 
n=O 
m=1, 9, 3, + 
Jj FR 7-2 (4) 7-2 (6) 表明 (3) Æ (3) N XF OV Lz) K AY (2, 
Hi (2) 都 有 效 . 其 他 类 似 的 公式 兄 7?-14(1) Æ 7-14(13). 
7-72. 定 积分 
很 多 包含 中 塞 尔 两 数 的 定 积分 具有 视 合 形式 


i 
FxG(t) = | F'(v)G (t —v)de, 
0 
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te BY H) hr 38 hy 8 28 Fa yy HAT ZS HK ( 见 Doetsch, 1937, p. 161; 


Widder, 1941, p. 84) dest HEX J, m 
f(s)= N e! F(t) dt Lí P), 
H 


q(s) = LAG], 
Bu 


F(s)g(s) = LAF«GT. 
KR, BD, LIP) LLG) OTIO SW iE 98. 
BM VIX —25 AR E 0] p 1 BAD EAA. WK 
F(a, t) = a7"t ^J (at), 
JA (24) 3%, 4 Rej 一 1 时 有 
Jala, 8) = L{F, (a, t)) = %_#s-#-lexp ( — V4 atst), 


4 
fl 8) f, (B, 8) = Vf eua (a? +B)", 8], 
这 就 引出 了 沙 涅 积分 


J PEJ, (a's) (t= 1) IT [BE ele 


= Larßr (a? 十 8?) TAOHO J V A3? (a? + 8?) 4, 


Rer> —1, Re > —1. 


Ar t= 1, 并 作 代 换 T= (sin 0)2, 可 得 
(4) F J,,(a sin 0) J ,(8 cos 0) (sin 0)#*1(cos 0)”*1 di 


= o Ch (a? 二 Bt o, aub (a? +89), 


Rer> —1, Re p> —1. 


(4) AI reen IRRE F. An BY 除 式 (4) 
的 二 边 ,并 分 BO, FARR RA 
(5) IM J ,(a sin 0) (sin 8)^*1(cos 9) ?^*! dé 


—2U(-Hl)ac^3J,,:í0),  Rep>—-1L,Ren>-1. 


0 r Ky HE: 


am 
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(6) | vd, (v) — 1) J, (t — v) dr 


— (2m) ^D WEDT (PHPT UO /T(v4- et 1) 
Re u>—1%, Rev> —15. 
(H Hardy, 1921, p. 169) 及 


i 
(7) |, el, (a) (£— tT) cos [B(t cl dr 


=) PLEITE (a? +87) — Bl}, 


Re »» — V4, 
EAR 
& f ü J,,[2 (20) sin 0] cos [ (z — Ü cos 0] do 
—VosJ,(2)J, (D, Rey — 15. 


AA (6) R(T) Sy Bl ERE HS (17) Be (23), (25) 式 结合 下 所 得 
WRR, 

— ^ 81 Miche bt, NN TIER — FRA (5) W PR ZK 
为 


(9) [7 H, (2 sin 9) (sin 0)#*1 (cos 0)3°+1 di 


—I(P41)277 H,,4:(2, Rep>—1, Re p> -— x, 
ZAHER BARS PPL SOR IE 7-5 (55) 5X 
ET ER 1-5 (19) ARR, Dal (9). 

TR AE F , — R3 REN 32 BTS HEAR 3& FE FB AU 1-3 (47) 
7-2 (49) WAARA y ór HERR. 例如, 从 7-2 (2) 
及 1-5(19), 可 得 

É J,(2z sin 0) (sin 8)" (cos 0)2” dg 
A4 > (— prem p (v mir 19) | 
Zi mapema L) 
百 应 用 7-2 (49), BERT RET 下面 的 结果 
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(10) [7 J (32 sin 0) (sin 0)" (cos 0)? dà 
— Ms wr 4-8) LJ. (9) T Rey> — 1⁄4 
br, AY RE HA SA 
(11) f J „a (22 cos 0) cos [ (p —v)0] d0 


—lómJ,(z)J,(2), Re + p) > —1, 
在 谢明中 ,我们 应 用 到 公式 7-2 (2), 1-5(19)  7-2(49). 
舟 孟 公 式 的 一 个 推广 是 
(12) aa)" (282), (az) J, (Be) 
=f etu (eos OH (Na) 7... 2) dé, 


Re (v-+w) > — 1, A= [2 cos 0 (aet? + Bre) ], 
ARE Din P: 将 积分 号 内 的 只 塞 尔 画 数 用 7-2 (2) 式 展开 ， 
得 

ac) ^ (Bz) J, (az) J, (Bz) 
u co ( — 1)72-"22m 
oe m! (meet 4-1) 
x n gif») (cos p) metr ( 2518 + B2e7 i?) dëi. 
rt 


但 是 这 一 积分 是 可 以 用 超 比 函数 ,来 表示 的 [还 可 与 2-4(11) 
上 比较] ,根据 7-2(47), 就 可 很 明显 地 需 出 (12) 式 的 正确 性 [有 关 表 
FAH 1-14 (60) ]. 

另 一 类 积分 公式 可 从 7?-6 及 7-15 节 的 加 法 定理 中 前 出 ， 从 
7-15(31) 可 得 
(13) OK |: J, (2z sin $) cos (2nd) dd, 

n —0, 1, 2, ++ 

FUR Mm, Au) 代表 任 一 个 第 一 类 ,第 二 类 或 第 -二 类 只 塞 
尔 画 数 , 则 从 公式 ?7-15428)， 7-715029) 及 3-15(17) 可 得 
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(14) N w7"Z , 0) Cr (cos $) (sin $)?” d$ 
.0 
= aT (m +2) (92) Zum (0) a (2) [mI (9) ], 
w= (23--y* — 22y cos $) 5, Rev> —Y6, m=0, 1, 2, «+. 
同样 类 型 的 其 他 公式 见 7-14 (14) 至 7-14 (23), 及 Watson (1944, 


p. 373), Copson (1932). Rutgers (1941), B. N. Bose (1948), 
MacRobert (1947, p. 383). 


7-7-3. RAKKAR RAR 
(15) Qe tam u g-o yut» (y+ Df J, (ot) J,(Bt)e ter dt 
0 
X Li+ u ++ em) 
^. m(n L) 
xX,fıl-m, —p— m; v +i; Ba?) ( — May)", 
Re (A+ p+r) 20, Re (Y+ia+if)>0. 
这 一 式 可 以 这 样 来 证 明 ; H 3E ZR UR 3 J 3 $ BO TE A 
7-2 (47) 代替 RAR FED 1-1(5), BNF (15). 在 革 些 特殊 
情形 下 , CL) s pcr fl COR PR Wand r Bild, dmm Ate =P, 
Tx BIBLIA, BIG dein 
(16) (2Y/a)"Y^P (u--1) | “eJ, (at)t^-1 di 
=T(e+u)b f (1⁄4 -rVo p, Ve P--V9 pH; pl; —a*y-?) 
— P(u + p) (1 + a?Y-1) —lgu—lyp 
XPP Hton, e+ Voj — Vo P5 +1; a?/ (a? +7?) ], 
Re (P+ 4) >0, Re (Y4 ia) 0. 
(16^ 8 + PER e Pr Ha TE VR 5 ha yy 2-10 (6) JA y -- 
表达 式 中 六 出 . 
M (16) 式 的 第 二 公式 中 可 知 , 如 P — wet, 期 
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(1?) f et] (at) tdt =n (2o)^T (uw t V9) (Y3 4- a2) Ms 
9 


Re (25--1) 0, Re (ia) > 0, 
WRAL (16) v] 0 — 1, 则 从 2-8(4) 可 得 
(18) N ej, (at) dt =a" (Y? -- a?) f£ (Ya) — Y" 
Re p> —1, Re (Y xia) 0. 
WEAR ALTER — AA CY — 0, 并 应 用 公式 2-1(14)， 
可 得 
19) | Ina dt rer Däer P) (14o NP), 


— Re wx Re P «35, a7 0. 
fa] FR, ST MEI VAR SHE C o h ER f S 
似 积 分 公式 .例如 
(80) Peter ya (y Df J (at) J (BE) en t- de 
_ < lin la» VS p 1 A) 
e mil (mp pel) 
XgFí(—m, —p—m;v-4r-1; Bam?) (— ya), 
Re (w+-v+A)>0, Re 1?» 0. 
这 一 式 可 以 应 用 7-2 (47) ARR RS LT. 现在 我 们 求 研究 
儿 种 可 将 《20) 式 简化 成 帷 简单 表达 式 的 特殊 情形 ， 
x B—2o; 则 用 ?~1(14) 式 可 得 
ou f I J (at) J ,(at)e-" tt- dt 
goo n-ty-s-h-ngrta ECR AT Vo Vv) 
fwmt lf L) 
X sar Vout Vo, Vert Län tt, Lost Vout Uo); 
+l r+ 1, ur +1; —a?Y72), 
Re @+A+ u) 70, Re 770. 
Ar (20) 3X pit 8 S EE, Mj 30) 式 右 侧 的 表达 式 简化 为 合流 
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HR Ln EA v A — Dp, JI 
(22) P'O 1) J, CAC fot dé 
JO 
— Vo Y mt lan (13a Y)", PL (1S jp d- 19 6; wal: 
PER 1⁄4 e Y?) 
1, YT (4 w= sp) (1 af Y) exp (— Vu atY72) 
x, Gg u= la P +1; ptl; ug deit 
Re 2220, Re (u + 9) 0. 
此 外 人 向 有 
(23) 『 J (ate i” dt= log tyt exp(— 23a? Y 2) A, (2a? y=2), 
0 
Re Y:>0, He > -- 1, 
(24) N J (atje "t t di = a! (212) 7*7! exp ( — 14,0772), 
Re u> —1, Re 1? 0, 
(25) N J (a£) J (Bye? t dt 
Uu 


= 19 V= exp|[-—14Y-? (o? +8") T, (13 aBY^?), 
Rer> —1, Re Y?>0. 
公式 (23) 及 (24) 起 源 于 (22), (25) WEHT (20). 
NEE 
(26) TOR +u) (28) (a+ Bt f e?! K (BE) lat 
=T tT pr Fr Ei, rais plo; 
(a— 8)/ (a-- B] 
= (2a) (+ Bt"? (uV) (s —v) 
X, F Yt u, m; w +u; 1—?/o?), 
Re (p+r) 20, Re (a4- 8) >0, 
"tzup CREAR AE: 将 CBE) IN 7-9 15 ACA, A PARE, 
而 后 应 用 2-12(5) 部 可 得 证 .从 公式 (26) K 2-8 (47), Ta=0, 
Af 
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(m) | K, (Bee tdt= 98^ T (Y p+ Ye) TO w= 189), 
0 


Re (s+v)>0, Re B>0. 
JA, BA (23) Be 7-2 (13) 可 得 


(28) F K,,(at)e"V" dt — V, mY sec (14 ux) exp (273a?/ Y?) 
9 


X Ku, 9? /',?), —1<Rep<l. 
d eR BF Shabde (1935), Mohan (1942, p. 171), Sinha 
(1942). 


7-74. BPRS SRD 
现在 我 们 来 研究 积分 式 | J, (ad) J, (0t) EP de, Serpent a, b a 
是 实数 . 可 以 证 明 , 对 于 所 有 正 的 &@ 及 b, 即使 积分 收敛 , 但 其 解 
析 表 达 式 仍然 根据 4 的 小 于 ,等 于 或 大 于 5 而 有 所 不 同 。 精 果 有 : 
(29) HT HD ++ rH e — Vo p) 
x | J, (at) J, (bt) t7^ dt 


—a"l'(V 4- VS v 4- 1⁄2 Le P) 
Ke (la Herth jo — Vo, + Uo Abu — Vo; 
pot; a?/b?), | 
Re (p+ —A--1) >0, Re p> —1, 0ca« b. 
对 于 0<b<a, 也 有 一 相应 的 表达 式 [在 (29) 中 a 及 4 互 调 ], 叉 
(30) | J (at) J , (at) t7^ dt 


nn HOT Ohr + gut- Mo) — O 
P (44 + Vjv — Mut els - Mov + at Worl tgu H+ 1$ p) 

Re (v+u +1) >Re p>0, «20. 
这 些 公 式 的 证 明 如 下 :在 (29) 的 被 积 式 中, 应 用 公式 (12) ,以 w 一 局 
B-b,z-t, 调换 积分 欢 序 , 用 (19) 式 对 上 计算 出 积分 的 值 ,可 得 
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r J (at) J, (bt) t-? di 
" I'(Voy 4- Voy, AH 
gp larbrgbertleuchepedg Le 
ob Feige lay + VP +14) 
Lë 
tO(u—p le(vt uted 
x |... e (cos 0) ) 
Ka (oi? bier) Merl) dé, 
Ht OURS ERES HY DABS AS BE eB SP, [与 2-4(11) JE], AR 
He b>a, B b= a, 立即 可 得 表达 式 (29) 及 (30). 在 某 些 特殊 情形 
下 , 超 比 画 数 可 以 简化 为 一 个 较 简 单 的 画 数 . 例如 ,公式 7-14(28) 
至 7?-14(31) 可 以 从 (29) KR (230) KP — v = Yo MAG. 
— ^4 5j SE) H8) A WEE KK CERCHI DS 
夯 数 用 第 三 类 修正 只 塞 尔 画 数 代替 ) 也 可 同样 用 超 比 夯 数 来 表示 ， 
但 它 在 a= 二 .上 不 间断 . 我 们 有 
(3) Hwnw) . K (at) J, (Bt)t-? dt 


= BT (Mov — VoP Huet V6) T' (or — Yop — hut Và) 
X of (ov — VP + You Yo, iov — Vo? — lop d- Vo; 
v--1; — 8*/a3), 
Re (ax: iB) 50, Re (» —0-- 1x5) 0, 
AJ. (80) ERA 1-2 (2) ERBETEN A 
EE AYN, FL 7714 (35) 至 7-14(39). 此 
处 ,公式 7?-14(35) Be 7-14(36) R: (31) Kesey. WMA H 
迪克 斯 恩 及 斐 勤 (1930) fai. 


7-7-5. 沙 渔 及 盖 根 堡 积分 式 及 推广 式 


比 (29) 至 (30) 式 更 普 台 型 的 间断 积分 式 公 由 沙 温 及 访 根 保 研 
nl. 积分 式 


CRAS ERE 
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= 0, a<b, Rev>Re u> — 1, 
= ba elt (a — priw-vin— pape (a? — 02 j£], 
a>b, Rev>Reu>—1, 
B] FAX PRES ëmer 4 HEAR sgk Hj 7-3 16) Kak 
(EEGEN JH (24) Be 7-3(6) eP, 
EEE rh Me (1935 à) 381 Ab fr h ES (1943) 
fear. Win TRIPLE 


oa Lee D Js Las Qe 28) (P) be de =O, 


b> dy tagt +0, 
Re (P+: +9, thm — 1h) >Re n> — 1, 


99, m 
(34) | Jp (DEJI p J. Lan (2 H- 22) 1 (02 + 22) dt 
9 n=l 


= ide (yu) II Safe, (2,04) , 
(ER 


b>a,-Fa,+ b Gas 
Re (v1 +9, +. +h, H- Vom 4- 94) Ben. 
EE SCIES EHE. A T PRG ST A 
ZER m 及 Re a>0 的 积分 
[HI] (PPa — a) (az) de, 


其 中 C 是 一 由 图 1z| = E n8 ERRERA AC i HL f D 8, E 
z=0 ARAA. SR 趋 近 于 co Hü RUBEN E — m 0 Uf IS. An 
a>b, Re (+>) «Re p< (2m +£) 4- Bei, HM C Ags hi 38 
消失 ,将 被 积 式 展开 为 (2#? — 0?) 88 TEE BBC] nb 2? = a? n9] X 
` | 

LÁ Gun) (nb Go e) Ge] D) TP Ga). 


Map pq SES 7-2 (16) 式 可 知 
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G5 [Peru (i +] +) am 
x [H P (at) Heer HP (ut) | dt 
EL e) enm „LER AG ](a? C2)7 69 HU oni), 


a=b, Re (+>) <Re P<2m-H4+Re u, Re (ia) «0, 
m = 0, 1, 2, ame 
类 似 的 公式 及 特殊 情形 , 见 1-14 (46) ~7-14(59). 


T-1-6. SERRHANNERT 


AE IER E AE EH RA UE T HERR BBC BE PAR NS 
积分 的 公式 . EERE AA 
(36) | exp [- 1t- yet! (2-22) ] K, (eZ [0 t7t dt 


= 2K, (z) K,(Z), 
|jargz| <m, [arg Z| <a, |arg (z + Z) | <r 
是 公式 
(37) F exp [ — 12 t — Vot" 1(z?-- X?) I, (X/H elt 
—2O(2LG)E,QX) 
TK, (2) £,(X) 


的 直接 推论 ,这 一 公式 中 用 上 面 一 式 或 下 面 一 式 根据 了 >zx 或 
X< < iE, 我 们 现在 用 ?-2(13) 式 来 对 正 实数 + Be X 证 明 公 式 
(37), 从 而 得 出 正 的 2, Z 的 公式 (36) ; 应 用 解析 开拓 定理 就 可 将 
这 个 结果 推广 到 复数 的 z, Z. A (25) 中 的 amc, 8=X, Te Vut, 
RIFF 
(38) L,(eX/t) 

=t exp [ (224- X?) / (2) ] N J (av) ,Ko eh du. 
将 这 一 式 代入 (37), 得 


62 mod S RR 数 
F exp [~— Wt— Wt (r+ X2) I, (ax /t)t-! dt 
9 


=|" J (av) J, (Xv) v dv N e Hen) qu 
=? f (LHII (av) J, (Xv) v dv 
应 用 公式 7?-14(57) BBY arm (37). 
3l HV ZE ZKA 
39) K,()K,()=2 | K,,,(22 ch t) eh [Gu —»)t] dt 
=? F Kp- (22 ch t) ch [( +>) ] dt, 


Rez>0. 
RAS F. A 7-12 (21) 式 有 


K,(2) K,(2) 
= | _ e7* Cte ch (ut) ch (rv) dt du. 
作 蛮 换 £--o— 25, t —v —27, RICA RIES $3 
KOK) =1 | eme oh Cie» 
x ch [ (u —»)7»] dt dn, 
应 用 ?-12(21)， 即 可 永明 (39). 
Hh EVAR ARIS 33 — Ast (Watson, 1944, p. 444) 为 
(40) [J,(2)]-F[ Y, (2) J? Bar? IN K, (32 sh t) ch (224) at, 
. Re 20. 
HTRUNAR, SR 4) BE Ar OA BE HE 
式 , 见 Watson (1944, p. 445), Chaundy (1931), Dixon 及 Ferrar 
(1930, 1933), Meijer (1935, p. 241, 1935b, 1936, 1936a, 1940, 
p.366). THE IN RECH ES Buchholz (1939, 1947). 


TTT. RRR 
IG (Watson, 1944, p. 449) 提出 了 一 个 对 于 实数 y 及 
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a, b>0, Re (y+ p) >1 正确 的 公式 : 
(41) f are] lab], (be! da 


X Traut L2 cos gy (aew be |y| an 
= 0, |y| > m. 


AFE WA eh aer F 1-7 (12) , BP pik ASCHE, 
Eti DEE ACER u Ux Ek EC Hl Rf ae ie 
(42) K,[(a?+ 6? — 2ab cos b)#] 
=(2/a)| Ki (a) Ki (P) eh Da — J) da, 
(43) (a? +b? — 2ab cos oh) Benth art bo 22b cos d) 


, OO 


= — Lë (ab) ^ ; ze** it ka) HV? (kb) tanh (mx) 


X P uiu (—cos $) de Im k<0. 
公式 (42) 可 从 7-7(36) 36 ZASP , AE (43B A 715041) 
式 及 留 数 理 葵 中 得 出 . A (42) 是 下 而 的 克 莱 姆 (1940) 公式 的 
一 个 特殊 情形 : 
(44) 人 Kisan (G) Kicerm lb)e Od = Ki, n (c)e7f9-04, 
Hp A, B, C JA a, b, c 为 边 长 的 三 角形 的 角 . 
(42) 及 (45) 式 的 另 一 推广 为 
(43) w^" K,(w) = Ye T (v) (2 ab)” 
x | sech (zz) (v — Và d £a) Kusila) L, aa i (b) 
X CU z ( — cos da, w = (a?-+b?— 2ab cos dr)", 
(Cui, 的 定义 部 3-15 Ei). 应 用 7-6 (3) Ae RoE PEDI hf $5 3 
(45) SX B BES 
其 余 的 公式 有 


(46) N Ki, (e) cos (ay) de= re * €^ V, 
0 


64 高 RE NE BË M 
(47) f K,,(@) ch (VS mz) cos (a) dar - Vom cos (ashy), 


(48) f. Kisla) sh (19 mr) sin (vyjde = Vom sin (e sh y), 

这 些 公式 可 分 别 从 7-12(21), 7-12 (25) 7-12 (26) pestis 4 
他 的 结果 参看 Ramanujan (1920, 1927, p. 200, 224, 229), Fox 
(1929). MacRobert (1931, 1937), Crum (1940). 


T-8. RRM LGR 


BUREAU CAE E DUE A ER BY e RA Wb Edi EU qs 
JE. FER ETUR EE 3-2 (14) 2 3-4(6) 中 ,分 别 以 ch (jr) 
(Ç z, cos (zjz) fÇ z Ti 

P;"(ch z/v)P (u 4-1) 

= [tanh (bar /v) J^, F,( — v, Lr; 1u; 一 [sh (192/7) Ih, 

P;"(cos x /v)I' (+1) 

- [ten (19 z/») T"; F Í —», 1r; 1+; [sin (1o x/v) 21, 
现在 售 yoo, HI 7-202) 37-208), 则 得 


a _ (1⁄2) f y2 
G) lim »*P,* (ch e[y) TP vet Jae?) = T,(z), 


(2) lim n v^P,^ (cos x/v) "EI o Fill; —1422) --J (a). 
一 个 类 伺 的 关系 式 Cl Poole, 1934) 可 从 公式 3-2(41) baam 
Hi, Bn 
(3) Dm (Qz[n/ Ge) leeft) 
_ Le inHg (Loz) 
liv $4) 
= deb (Yom) Jan (2). 
AU F CL) A (2) 0958 — AR BID Rk nf M (1) 
BE 3-3 (4), 或 者 可 从 (人 3-4 (33) 中 推出 ， 这 些 关系 式 是 


o Fir 34; — 22/4) 
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lim ees (ch z/v) = K, (2), 
(4 aa 
4) lim Oz" (eos v/p) = — Lise H, (x). 
SA TESA AE SE TERROR P M15472 Bnp JU TR 
A XR. 97-7026) SCELUS AB TC RBCS 3-2 (160 WIEBE F, 
就 可 得 
(5) T(r pT ECH 
= (Vom) (zt —1) tm N eE K, (t) te dt, 
JQ 


Re22 —1, Re (v—a-+1)>0, Re (v + n) <0. 

辐 理 从 7-7 (16) 及 3-241) 可 得 
EI QE) = Qt e etes [P emt T, (0) dt, 

0 

Re (v 4- p) > — 1, Re z>1. 
在 公式 (S) K (6) 中 ,分 别 应 用 挥 普 耳 公式 3-3 (13) 3-3 (14) Oi 
可 得 四 个 另外 的 积分 表示 式 :: 
(D Tht DO(s) eet — 1) e 


x| stater K (t) dt, Re (vty) >—1, 
0 


(8 | P'(—v—p) P#(z) = (22 —1) ul een pote dt, 
Re (p+ 5) «0, 
9) Peter) Pot) 
Re (v+y)>—-1, 
(10) P(t p+) Pr" (cos 0) = |. enter’ J {t sin 0)1" di, 
Re (yt) » —1, 0:40 < 16 r. 
MW 3-30). JA GO SCRE PRI) LC, WAI 3-4 2) A OO X ERE (19) 
X. 
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BER tim ronn Aude ee — 28 DR As EC — 4 185 
NL TOS E TAPS fN 2 yau Nh TEA AEE: 
(41) Qa tT (n+ iI 4, (2) /[[nl P (27)] 


= |” eite"tCt (cos di (sin $)” dd. 


Rev» Lë, n=0, 1, 2, «+ 

这 可 从 沙 温 公式 7-10(5) db. Zeit Bh cos dh 17, 

— 30361) Creos 中) 人 sin $)”, RAX > AAP, tia MR 9715/17) 
BE, 

还 有 一 个 类 似 公 式 可 从 加 法 定理 ?-15(17) 中 六 出 ,这 一 公式 

是 . 


(12) (%mw/z)%n(sin Q)” “Oz(cos d) J ,,,(z) 
=|" e'zcostcoss T (z sin 0 sin ) Cz (cos 0) (sin 0)’* dO, 
0 


Rer» — 1%, |arg z| <m, n=0, 1, 2, --- 
这 些 类 型 的 其 他 公式 见 Meijer (1934, 1938), MacRobert (1936, 
1940)、Bailey (1935 a). 


最 后 ,我 们 来 提 一 下 魏 塔 区 尔 的 回 线 积分 , 它 是 与 享 克 尔 积分 
7-3(8) 有 关 的 ， 
(3) aJ, (2) = (Vae) einen | 


(-1+,1+) ` 

wu S Q,- C) dt, 
— Ylom--Ó«arge«los4-9, |Š| «5m. 

TEE 3 — 2K, ux IRR RE FIBI [^| 王 工 的 外 面 ;于 是 我 们 可 以 

根据 3-2(5), HE Q, O 展开 为 上 的 降 寡 级 数 ， 并 应 用 7-3 tf 

同样 方法 ， 从 (13) 可 得 第 二 部 克 尔 画 数 的 一 个 对 应 公式 : 

(14) aMH(OO (z) cos (par) 


£-1+,14) 


= (14 z) Heer | eit P... (I) dt, 


ce tò 


— lom-Foó«argz«l$om-4-0, |Ó | <1⁄ s, 


SS LS He UR DN X 67 
在 这 里 我 们 应 用 到 公式 7-2 (6) 及 3-3 (8). 
斯 高 (1933) 从 提出 了 一 个 将 勒 上 特 画 数 P, (cos 0) 展开 为 具 
AE AR RA AR BZA : 
(15) P,(cos 0) = (d/sin 8) > ag (0) (UES J (o HO], 


JErp am(9) 是 初等 夯 数 ,在 Oc Re 0<z LIE), ARB: a= 1, 
8,72 (ctn 0 — OTI), 等 等 . (15) AHE 0s 0x 0,—5s 上 一 致 收 化， 
此 处 s>0, B. 
Oa — 2 (24 —1)m— (0.828.-.)a. 
这 一 公式 的 导出 如 下 . 在 ?-10(15) jp s—1, 2—0, t=] 12/0, 
v= —1⁄, 可 得 
2 cos t= (Vo ar) Do 91-m(g2 mems T (0) [m], 
m= . 
因此 
2 (cost — cosd) = (Vo m) > (TER (0) ml. 
mi 
Ju AR TC KEE E 3-7 (27) 中 应 用 这 一 展开 式 , 逐 项 积分 并 应 用 
公式 7-3(3), 序 可 得 出 (15). 


在 上 面 提 到 的 斯 高 的 著作 中 , 还 有 关于 已 (ch D), Q, (cos 0), 
Q, (Ch C) 的 类 似 展 开 式 ,分 别 在 450, 449 及 448 RE. 


7-9. ABRs 


3x — BLUE Mee SEE (DAR — ER) 的 第 15 
ACPA TE Matte. BARRET 1922 年 初版 后 叉 得 出 了 很 多 结果 ， 
而 这 些 结 果 在 沫 特 生 著作 的 1944 年 再 用 本 中 并 没有 二 入 这里， 
我 们 将 简略 地 讨论 一 下 比较 重要 的 结果 ， 

一 般 和 结果 

从 微分 方程 的 一 般 理 论 (nice, 1944, 第 10 竟 ) 中 ,可 得 下面 的 

E? | 
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a) 7-2(1) 36 7-2(11) WAREN Sa Ru, 
DE — wp fie lp] at Sau 
b) 7- 2 (1)06— + RRMA I EAR ITE i 互相 分 开 , 此 处 
实数 解 定义 为 
aJ (x) 3-5 Y, (v), a, b, v 实数 ,XY EXX. 
56 —3€ R BRR 
XY DUE J, (2) 的 特殊 情形 ,可 证明 下 而 的 定理 ， 
J,(2) BI) 在 2 为 实数 时 的 堆 点 是 关于 坐标 轴 对 称 的 . 
对 于 实数 的 v， J (2) DEE 4e an Sic 39 j£ (Watson, 1944, 
p. 478; Wilson, 1939). 
如 Y, n Yan Ju) 的 正规 点 , 按 大 小 次 序 排 刘 , 央 
OY, tie L Tan Yt uat r> —1, 
(Watson, 1944, p. 479). 
An v>—1, H 4. B,C, D 为 实数 , Wi JE ZR fk AD — DC 0, 
DI AJ, (x) + BzJ (x) K CI, (x) + Dad (c) IJE Fe NÁ TEA Y 
Ë T ELS AUN PT IS xe = 0 以 外 的 重 堆 点 
(Watson, 1944, p. 480). 
An A K B 为 实数 ,?>> — 1, 则 两 数 
AJ , (x) + BzJ L(2) 
BCH Ay 9538 {BE 4/ B4-» «0 BEES — + h) Set (Watson, 
1944, p. 482). 3x Jt IE 2E d EK KE H. Moore (1920) 的 落 作 . 
对 于 >l, WE JE HAMS PRR 2[v] ^p Jide 
BER, Mor ure [> ] ot OB As 7 REF Hurwitz jg fU 
(不 同 的 证 明 见 Watson, 1944, p. 483; Obreschkoff, 1929; Pólya, 
1929; Falkenberg, 1932; Hille Szegö, 1943). 
Zo APD (19220. ptit i gak dy oe UO HEREA : vi Tc 
AJ ,(z) + BJ (2), (A, BSB, B#0, v0) t EAK, 4E Lv] 
为 偶数 时 其 有 [o] TIER HERREN Sar Dr] Ar y gk, Bin 
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[v] - 1 或 [»] +1 TRASH EAE S Mi A/B=0 fiu. 
z” J, (2) TEHi bf UE l 
Re z= mz + (44 Rev Läim 
MRE iSi E IB IE R m 足 钢 大 时 等 于 m, 而 J ,(z) 的 所 
有 需 点 都 位 于 带 (Im 2| « A 之 内 ,此 处 A 在 v BERNER, 

ge Y, Y, K Y; BY S(t), Ile) 及 J; (G) RIES 

MHI (Watson, 1944, p. 485) 

[ro 4-2) «v, « [2 (7-1) (+) 

[»(v 4-2) 1 « v1 « [2v (» 4-1) 5, v0, 

[»(» —1) J^ « Y « [7 — 11, v» 1. 
K pu 192 DUAE RE WR KS Mayr (1935). 

dA IK (1948) ert Ht TAA 
y, =U 4 1855757 9 5-109315 OOD, 

Jus — 288 58 28 H 3 ZR ER PC hu Cha ES d HN - BEE ZA sÇ, 
有 关于 TE) 及 JL (x) WER 09386 — Jp WE UE SS Bickley 
(1943). Bickley & Miller, (1945), Gatteschi (1950), Olver 
(1950). 

Vi s U EEN (1929) J, (2) e WAM, z REP 
个 代数 数 时 不 能 为 一 个 代数 数 . àX — EMMEN Y 45 de dée Bir óe 
JG) K Jes (2) m=, 2, 3, +++) 除了 0 以 外 不 能 有 公共 需 点 的 
推测 ( Watson, 1944, p. 484). 

15 J, (2) WEM ECK PS v ORRIN AE oF h RE fr 
提出 过 (1936) 他 证 明 对 于 zz 的 正 实数 值 , v, e E 
AUER FR Se Gray 及 Mathews, 1922, p. 88). 

对 于 因 定 的 2> —1, dt 220, J, (2) 的 图 象 类 似 于 阻尼 拔 
动 曲线 . jM E FEIK ”的 逐 段 面积 粗 成 一 授 降 序 鹿 (Cooke, 1937). 

整 画 数 的 因 式 分 解 定理 (Copson, 1935, p. 158) 可 把 e-"J, (z) 
BERN ^ RERS FEAT (Watson, 1944, p. 497). 我 们 来 考察 对 十 一 
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ATE GENS rE — 1, —2, —3, ---, SCH, (2) 在 牛 平 而 Be 0 上 的 
DES A CER XT S pe epp), FEE E T BE ETE S S E AU (Zm 
AD AS DEP Mii E, ARARA TE ann ED). De hy 
A Vos „(n=1, 2, 3, vee) KR, 于 是 有 
Q) POHD DHI) =T] G 222). 
一 个 类 似 的 展开 式 为 (Buchholz，1947) 
(@ a) bz) (2) -H [1 — 27,71]. 
此 处 Yoon 是 由 21°) (2) 的 雾 点 所 组 成 的 序列 , BRE Y... Ki 
2J (2) 的 零点 所 租 成 的 序列 一 样 . 

作出 (1) 的 对 数 居 数 并 应 用 7?-2(51) 式 , 得 
( Im) I, (2) = — 2 > (2er, 
因此 可 庆 出 下 面 一 个 对 l2]|<?, BAER 
(4) Lë J +1 (2/J, (2) 一 > Sons Bee 
这 里 
( San, = Y va, 
dé E (Nielsen, 1904, p. 360), 
(6)  8,,,—271/(» --1), 8,,,2 2-1/[ (v - 12 (v 4-27], 
Jb Ri JS (ELS RFP SK E EE 7-15 Dn. Forsyth (1921), Buchholz 
(1947). 

35 35 RE EAE 

Jh 7 OBS 2S ELSE ZR EROS FINE Ed d pcr PH 
(Watson, 1944, p. 482), 根据 这 一 定理 ， 了 ,(z) DEES VCH 
夸 以 外 不 具有 正 实 部 的 需 点 ,这 一 车 果 公 由 希 尔 芝 (1922) 加 以 推 
BR. 23 [v] 为 偶数 时 ,了 ,(z) 在 |arg z| Yo 上 具有 [>] FRE 
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H. SH [v] SPEO LR. 了 ,(z) 在 同一 范围 内 根据 cos (v) =G 
而 具有 [2 一 1 个 或 [r] +-1 IRRE. SE, Yol) R Ys 2) 
(n=0, 1, 2, +--+) ZE larg z x Vom ENTI n TREFA. 

Y, (2) (n 2g — 58/380 Te Ic EAR ahi P HR C3. AT ETAT A 
DUE, 在 右 牛 下 而 中 具有 复 老 点 , 分 布 在 主 枝 以 外 的 所 有 分 枝 . 上 . 
A. Y, (2) 25 p 为 有 理 数 而 不 是 一 整数 时 具有 正 实 才 点 . 在 后 
一 情形 下 ,， Y, (e) 在 主 枝 上 具有 正 实 尾 点 而 仅 当 vv 为 有 理 非 整 数 
时 才 上 共有 其 他 实 堵 点 ,在 后 一 情形 下 , 了 ,(z) 只 在 7-1l1(41) 式 
中 的 Zus 35 — BOSCH — Je] EORR. (Hillmann, 1949) . 

J,(2) 和 了 ,(z) OREM Ay 32 WK WE SZ RI Se Watson, 
1944, 第 十 五 章 ); Hilb (1922); Hillmann (1949). WEP HT 
eg — T HER, Banerjee (1936). 

YF — 25 53 58 KRAER BPS F T 的 
5E EE (Gray-Mathews, 1922, p. 82) : An v 为 实数 而 a,2 为 正 数 , 则 

J, (az) Y,(bv) - J, (bz) Y (az) 
Ae Ç A SR TB 043 ES TAT CBE RECO WLDS GET 
Jahnke-Emde, 1945, p. 204; KUH AN, Carslaw 与 Jaeger, 
1940; Kline, 1948). 
B=K E Ed 

KAFR DEIER —28 58. — 26 SE YEAR USC ER LE ont 
fri] Falkenberg 与 Hilb (1916), X Falkenberg (1932) 提出 过 ， 
结果 是 : AY (2), v>0 在 0Sargzsa LANE. WT v9, 
HL AR —a<arg2<0 Lin, DR A? fe 0 <arge<a 上 
DO dt. HI TAT RL. 

ER YS v= (3k 1) +1, (k=1, 2,3, +++) AME UTE RAUM IC 
ROSE RE IE p — (2k — 1) + Vo W. di AS — A fel ECCO RE. 

Oz) EER Loser 

0, GK «34, 
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2k —1, dm v= (2k — 1) +t, 
2k, 如 (2k — 1) Flo «v «2k 4 Vo, 
k=1, 2, 3, ---. 


FAFA ES RAR rem HD) 及 HUND) 
Ær Aye BH 2 — 1 H m=1,2, 3, --- BEAR RUE RENNER. 
(Banerjee, 1935). 

EE E 

对 于 ved, K,(z) 在 |argz| «lo E H # t. 在 
larg z| <m ENG BCR B 38 32k BEE v — Vo. dE v — 1o d 
一 整数 , RE CORBIS p — 1$ (Watson, 1944, p. 511). 

M 2 十 1 WERK, m 为 正 整数 时 , K,(z) 及 K,ım(2) 没有 
DAHER, 

如 设 f (2) 与 9(2) ARET BOR AEE U BE Pr En C, f 
g(2)/ (2) EP, Här Re 220,45 Re [9(2)//(2)]29, 
Sl) a 32% 

F (2) = f (2) K! (z) — g(z) K, (z) 
FEAF íi BT EIU 38 (Erdélyi 及 Kermack, 1945). 

把 K,(z) K I,(az) K, (bz) — K. (az) I, (bz) 作为 2 的 画 数 
时 , EPIA 05 SF wÁ AD EB EN 685 £ nj ER 
(Gray-Mathews, 1922, p. 88); 还 可 参看 Polya (1926), Bruijn 
(1950). 在 Polya 的 著作 中 , 对 应 于 方程 (iii) B8 i E G (z) 是 
2 K. (À). 


7-10. {EMRE RCA MB iist 
T-1031. MERA 
— T Alli ARBOR TER 
(1) > id yan (2). 
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根据 展开 式 7-—2(2), BAR BY An E 63 Hc Sk [B] SER HK 
Xa, (192) "*"/T (v 4-n--1) 的 完全 一 样 . 

DAS Suo ag Ex A (2) 的 组 起 级 数 展开 式 可 以 很 容易 地 
求 得 . 为 此 ,我 们 先 给 出 z 09 REE 483 
(2) (Vez) X 4 TT, uas (e) fn, 


» REBRA. BACH DEE, PASEO 8 7-2() 4 
J,+| (2), FEA MBE z REDEA. Prin 3. J z" 的 以 
Bh , BSE FSF. 
TR 
OE > bal, 
129 
Xn z RER ES RE (2 ARE, UR 
f (z) = ër > b 21 Y Hm MX v EE +m) Truman]; 
LED m=0 
因此 
Fe) => Y ad us) 
其 中 . 
(8)  a,-2"*^(v +n) Y 27 NO EE TREIE 
反 过 来 , b, uf EA a, 表示 为 (Nielsen, 1904, p. 271) 
«M l 
W PEH) == Y Cr aa 
(3) 式 的 和 在 东 些 情形 下 有 较 简 单 的 表达 式 . 例如 取 
f(z) =e = Y (¿yyizl/ll 
eg 


SUDA (3) 8 — BE Ss ea BF} 
a, = i*Y"27** I (v 4-n 4-1) 
X aFí(— Ven, Vo — Yon; 1—n —v; 779) [nl, 


74 高 SS dm EKKA 
或 ,应 用 盖 根 堡 多 项 式 3-15 (8), 得 小 涅 公式 
(B) zero) E EPEN) Jas), 
° vU, —1, — 2, +: 
FU SEAR VUE k DIE ër E Fo Er 
(9 (az) >J, taz) (v1) 
=> afal n, wn; y+; a?) 


n=0 

X T(utn) (p --2n)J nso (2) /n! 
ZRH HEISE, auf pupa (6) tan Ze te TE 
29 2 f ai S RIA VH. (3). BIFE, niet aq 7-5 (69) ng 


un NS AHLEN) (pi I 1-0) 
(7) Surv (2) = Quti ee or yip JTurısan (£)- 


内 此 ,应 用 7?-5(82) sg 7-5(84) EE 
DRAMAS, SRA Aw 7-15; Nielsen, 1904, 第 
20 ë; Watson, 1944, 第 16 &; Baudoux, 1945, 1946. 
将 实 变 数 v OS EC (n). EHER Fiir D [d 的 A 
分 公式 [ 见 ?-14(32)] 为 根据 : 
e 0 MEN 
I, t TT stana CÉ) J Ain (Ë) dt = (ua än 1 


m=n, v>—l. 


因此 ,我 们 在 形式 上 可 半 出 下 面 的 展开 式 

(8) f(x) => (8v 4- 2-40) Tyson e cf) Tran (£d, 
v> — 1. 

ARFA fr Wilkins (1948, 1950) 4&1, » — 0 的 特殊 

情形 早 公 由 Webb, Kapteyn, Bateman (Watson, 1944, p. 933), 

Korn (1931) 及 Titchmarsh (1948, p. 352) Ee it luc gsx 

gist RIZR Hardy, 1926). 


Bik Hee HK 75 
FEM MUS 


(9) X Gaang (2) J +un(2) 
BIOS S EE E EECH AU 
POSTURE , RUE 
(10) aH Y Us uae (2) J Lesen (2) =} dé 
n=l =O 
aX rp 
(11) P(v--1--V$ "ui n)b; 


Sae TE a ae 


因此 (Nielsen, 1904, p. 292), 


(12) an= 2"***^(p-F tn) 
<lin 
x > 87b, s, 


X + s)l(v-1—s-FUon)P(u-F1—s- Ven). 
SIT (v 4- p-À- n — 2s 4-1) 
只 要 ps v, ety 者 不 是 负 整 数 . AR (12) EE E 
BC, PI Dam, SORE REE Ar ARB k Sk Bin A Ee 
Ics. 
一 个 简单 的 例子 就 是 z 的 者 的 展开 式 , 从 (127 式 可 以 很 容易 
得 到 


(13) 


(Vo 2)" 
PG) 


Ub wt Qn (rem) 
WW y+ een n J oen (2) J non (2)- 


(其 他 的 结果 见 Nielsen, 1904, $ 21 #&; Watson, 1944, p. 525; 


Banerjee, 1939) BAER A R Zi EC G8 i 09 RE 
Stevenson (1928). 


ZS he Ca AW IEJEN SUR 


16 高 S e SS 数 
(14) > ET yan (2)- 
n=0 


JA 1-3 (8) 的 回 线 积分 ,我 们 立 序 可 得 下 面 的 方程 
(15) (s? 一 t?) ^H" J [z (s? — 12)4] 


= Ms us o) nl. 
Ay s=1, rel, BEER 
(16) J,(Az) =M > [19 2(1 — 35 IJ, (2) nl. 
Hm. à RSET 0 就 可 导出 类 仆 于 (8) 的 公式 
QT) (gay =P +1) D 062). (2) [nt 
SKOT) 可 以 把 EM ER HI. RP 
(18) oe = = > aJ (2) 


此 处 

ç P(vd $41) 28—nty 
(19) Wer“ ‘Goat 2 b,» 
因此 有 


(20) Po+n+1)b,= Y (— 1277770, /sl 
(Nielsen, 1904, # 21 $5. 
710-2. dE É i 
形 如 
GD aJ b+) 
IER RS EMEC, ARSE (Watson, 1944, p. 270) 


sin ar 


le Jeer rz 
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显然 可 知 (21) 在 
(33) Dalol) 


HERTS Gh E15) y DC BR PA che, KE 
(34) w(z)-— zeit [1 + (1 — 22): ], 

将 z WORE GENEE 
(25) Rz) = (Vo 2)" (v 4-0)? 


x S (v --d4- n)» --2ny 7134 aua [Gr--E4-20)2]/n! 
n=0 - 


v OX ide. KATH UIS f — H 3E ZR E OR EL e A B 
7-2(2) AR aarm SUC (25) 在 整个 区 域 
(26) jw(z)|<1 
Hirer. 
用 (25) dn — FER BE REN Au 


(92) fl) => DÉI 

TT TE 
(28) I Xia Ln], 

这 里 DER. H 

(29) a,—14 Y (vn — 28s) P (v--n — s) (Voy Lyn) Boned, 


HE ME 
jw (2) | «1 K |w) |< iwe) | 
Dp A cae Bokeh P 2 (27) 的 收 化 生 径 . 
ARRERA Rn FA BK 
(30) > And yis gain (Vor + VoP +2) 2]J ies sin [ (Vo + V9 +n)z]. 


nf LAMEAI (Nielsen, 1904, p. 307) : 


78 高 R E W KR g 
(31) (a= (were) 


° “+P —1 
X > C W Jor 


XS yank YEE 4-2n)2]J oral VP +20) 2], 
KIP v, p, v +P 都 不 是 负 整 数 . 
现在 ,分 


(32) f(z)= 5, 
1=0 
334 (Nielsen, 1904, p. 308) ,我 们 有 
(33) f (e) = otn 3 aJ uos (r+ yP --n)2] 
n=0 
x dure Aal (iov + l6 P+ n)z], 
这 里 
(34) (Vo y 4- VG p+ Lé m) vt ornilgoMGnretTOg, 


St Uere Vern For Yn e ED POP n 1) 
3=0 (Var + V9P +n)” 


v %p+n—s—l1l 
«(errs +n—s ) onan 


S 


:其 他 的 结果 和 例子 可 贿 看 Nielsen (1904, 第 22, 23 #£), Watson 
(1944, 第 17 3$). Bailey (1932), Budden (1926). 


7-10-3. FARHRN 
GON 
(35) f(x)-l$a4- > Amd (mx) 


EARKI E. 对 于 实 变数 z n8 IHRER EX (0, 
z) 3 BE Jag (Grag & Mathews, 1922, p. 40; Watson, 1944, 
p. 619). 

对 于 在 区 间 0<x<x 上 具有 有 界 变 分 的 违 炉 半数 的 画 数 


ELLE Rex a 79 
f(x), 有 一 个 展开 式 (35), 其 中 


(36) a,=2f(0) +207 í “| J'(v sin $) dd dv, 
0 “0 


(37) a,-—2x E cos(mv) [^ (v sin $») d dv. 
广义 的 许 洛 米 耳 航 数 是 

(38) Zoe, (mz) J- b, H, (mz) ] (Ve me)”. 
这 些 展 开 式 的 理论 可 在 非特 生 (1944, 第 19 章 ) 及 部 尔 生 (1904, 
p. 134) 的 著作 中 找到 . 在 柯 克 《1928) ng ep JE Ned AE 38 IE 
中 的 结果 作 了 部 分 的 简化 和 推广 . 这 个 理 验 以 下 面 的 公式 为 基 
Kë: 
(39) | J,(zsin 0) (sin 8)"*!(cos 0) 2” d0 

Jo 

=2 "m Hl (a —v)z*-! sin z, —1<Rer<!%, 
(40) H „(z sin 0) (sin 0)"*!(cos 0) ?" dü 


—27"x UI (VS —v)z"71(1-— cos z), — 3¢ < Rev<ly, 
这 世人 公式 可 以 很 容易 地 从 方程 ?7?7(5) TT (90 Bp ==, 
p= 一 2 一 1% 而 泛 册 .现在 ,让 我 们 假设 民 开 式 
(4) f(a) Y (and, (mz) A Aal, (ma) (Vo ma), 

ü —Vo«v«lLo, -TSısı 
是 正确 的 ,以 x sin 0 (V, z, ginn 
(sin 0)?"*1 (sin 9) ?", 

M 0 E Yom X$ O Si. HN (39) K (40). 这 样 ,我 们 在 形式 上 
得 到 

| "rte sin 0) (sin 8)?" (cos 0) -?» d9 

o 


— gau n 14 — >) > [aa sin(ma)-- b, (1-cosmza]] (m£) 
m=1 


80 高 级 超越 图 数 


因此 ,对 于 展开 式 (41) 的 欠 数 ， 
(42) P(Y$—»v)a, — ma 


x Mx 
x | £ sin (mt) | Jf (sin sin 9)?" +t (cos 9) -?" dé dt, 


Ni 


(43) P(V$—7»)b,-— — mm 
x Wr 
x | £ cos (mt) | f (tsin 0) (sin 9) *** Ysin 9)?" dô dt. 
-# 0 


JA (42) 及 (43) RBBB (41) PA J (x) 的 许 洛 米 耳 级 数 . 
在 上 面 提 到 过 的 柯 克 的 著作 中 ,证明 了 具有 又 数 (42) 及 (43) 
ag. (41) 在 任 一 不 包括 0, toa 的 区 间 内 正确 的 夯 数 类 就 是 可 
Wel HPS He BRB FA i AS BCE. 此 外 ,还 建立 了 类 似 于 富里 下 般 
数 中 Riemann-Lebesgue, Parseval, Riesz-Fischer sg Eg (Vg JL 2 
定理 . 关于 这 一 方面 , 725 Cooke (1927, 1929, 1930b, 1936), 
Wilton (1927), Jesmanowicz (1938), Wilkins (1950a). 
PERPER OK M. e FF SX. (41) 的 几 个 简单 例子 . XX 
f(x) = (ax) H, (ax) (G HER). AE c f PC [与 7-5 (55) 
比较 ], 因 此 ,在 (41) 中 有 a, —0. 由 于 (40), RA (43) 可 得 


mb, = — (—1)?27"t!msin (am) / (m? —a?), 
Pit, 
(44) x(ax)”H, (ax) 
— _9-v41g SA 4n M 15 s 
$7"*1gin (am) 2, (—1) "RNC (19 mz)  H, (m2), 


—mg«r«m,lerB-99. 
JA sin (am) B (44) B —32 FE a ër, 380803 [ 5,775 (53) ]: 


(45) m-MJI (p-- 34) + X ( — 1)" (Mama) H, (ma) = 0, 
O<a<a, Rev>— Be, 
现在 合 S(x) (ar) I, (ax). 这 里 f(x) 是 z tf D 
此 , 6-0. 从 (42) 及 (39) 得 


Wü, = ~ ( — 1)"2-7**' sin (az) m?/ (a (m? — a?) 1, 
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因此 ， 


(46) alaz) >J, lar) = —2-7"*1a^7! sin (as) 


x > ( — 1) "m? (m? 一 a?) 11g mx) J, (mz), 

m=1 
| 0c r«m, Re >> -—15. 
在 (46) 中 全 4 TS, DIS 


(4T) W/P(v-1)-- Y ( — 1)" (1g mac) >J, (ma) = 0, 


~Y <r si ROCAS ROLET. 

JA (45) R (47) AR], FS AT GE ROI LaF E HEX 
Ec, EKRA Fan éch ET, REN ROUT 
QUE (Nielsen, 1904, 第 25 #; Fox, 1926; Cooke, 1930). $t 
的 存在 表明 了 一 个 面 数 的 许 洛 米 耳 展开 式 , 如 果 存 在 的 话 , 那 并 不 
是 唯一 的 . 

许 次 米 耳 及 有 关 航 数 的 其 他 结果 及 例子 , 见 Pennell (1932), 
Bennet (1932), Doetsoh (1935), Erdélyi (1937), Kober (1935), 
Watson (1931) Infield, et. al. (1947) , Magnus & Oberhettinger 
(1948, p. 58-62). (38) Ph B 36 HOC 2 ik br Je 348 DER 
ROB AAC MRE h Thielmann (1934) #18 


7-10-4. BEN-RERBÜREK 


We p> — 1, HR == YY, Re=7, WH J,(z) MITERM 
[FERRE PJ, Cc) 的 所 有 霉 点 都 是 实数 ; 匈 7-9 880]. 于 是 ， 
应 用 ?7-2(56), JA 7-14 (9) 及 ?-14(10) 分 别 可 得 

1 f 0 R = 
(48) |, tI, (Vmt) J, (Vat) dI O.P MN 

同 埋 ,如 An Ri, D C ai (2) bad, (2) 的 二 个 下 零点 ( 见 
7-9 gi) Wah rm — 10, a 为 任 一 已 知 和 常数, 则 从 公式 ?-14(9)， 
1-14 (10), 7-254) 及 7-2(55) 可 得 


Be 高 pn BM 
1 

(49) | 7, Cat) Tht) di=0 nm. 
0 


MAD An) PH ARDI, ONE n= 
积分 公式 (48) de T HERENI — RE APER LI] HYT Ji] 
以 将 实 变 数 z 的 任意 画 数 f(z) 展开 为 如 下 的 形式 


(50) f(a) = D ele), 
m=) 
H 
(51) MJ EE (Yat) at, 


式 中 Yi, Vo, Ya, ART, Ga) EAE RR FC INI Titre BERN, 
3X Bremer Qn). AS BOR ER RT. 
同样 ,从 (49) 式 我 们 得 


(52) f(z)= > DT, (Dat) 


R 
53) KALI Om) Dt Min — 9) LT, Am) P) Om 


1 
-23| GJ, (Amt) f (t) dt, 


式 中 ve — 46, HS UE IL) aJ, (DEF, 
按 大 小 的 升序 排放 .这 一 展开 式 称 为 f (z) 的 狄 尼 展开 式 . 

št E BER PK RIK JE RFRA ila Gl Watson (1944, 
第 18 38) , THE) 在 (0, 1) than, db 
v> — Vo; Däin O«c«l, RFA (90) A& (52) Rn desti (5 MER AR 
# HO la] AREAS (FE FL Moore, 1911; Stone, 1927; MacRobert, 
1931; Titchmarsh, 1946, p. 70). x--1 J£ x—0 HEED: SH 
Watson (1944, p. 594, 602, 615) 及 Young (1941) ; iig yo s B 
Cooke (1927), Wilton (1928), Moore (1930). Æ 4E F (50) & 
(52) 4 GLA ELE DECR BE HL Thielmann (1934). 

例如 , 介 / (e) — a", WIM (50), (53) € 7-70) 可 得 
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(54) "=. 8J, (Yu) EV mI vat Vm) ]. <r, 
aP — S 9 J Ly) J ua em) E 


Os rxl,a-4- r0. 
an f(x) =J, (xz), 期 从 7-14(9) 可 得 
J,(v2 S Vind vU yit 
69 FO 2 TAL 
(57) J, (a2) 
EP 5 And y Amt) [hm s+ (Mm) J (2) SEET 
ech ALT) P9 Ar) LT, (Del 1] 
(ENER 


xtrail, 


其 他 例子 见 7-15 85. 

8 BF — + EHRE AE Zz ER CUR EFF SA, r [h 
Titchmarsh 提出 (1923 a, 13-14) (还 可 参看 MacRobert, 1931). 
设 J (z) 定义 于 ca<z<b (a0). 则 了 (x) 的 展开 式 为 
(88) FE) =D onl I, mt) Y, (b) — VICE) 

m=1 
AIP 2 = Y, 是 
J,(az) Y,(bz) — Y,(az)J, (bz) = 0 
的 第 m TIER, H 
(59) 1[J,(Y,0) ]? LJ, nd) lge 


= Yen Vals (Vm) |? 
xf [YU nt) Y O m) — Y,(Y4DJ, (Y,b) E (t) dt. 
I SL E TE BP SR 25 
如 下 形式 的 级 数 


f(s) = Y a (a) K, ss), 


S—04- i, A «Ae ei een lim À, = oo, 


no 


84 G ee = e ME 图 数 


全 由 格林 伍 特 (1941) 加 只 研究 . 4 » — Ve N EREA H w it 
AC 


Jf (8) = (1% La Lë > ane", 
有 关 这 些 和 级 数 和 的 各 种 定理 , 见 Greenwood (1941). 


7-10-5. fF SMART 


证 洛 米 耳 级 数 ( 见 7-10-3) 的 理论 提供 NIE 2k RR 
RAHA, KH, 的 航 数 的 方法 . 同样 的 方法 也 可 用 以 将 一 任意 
醒 数 表 为 包含 具 塞 尔 及 有 关 夯 数 的 积分 . 在 下 面 ,我 个 总 假设 
F(t) SEAR Be t So (iñ ERG ,而 且 在 != z ARNO 
dr. dm f(t) Æ t=x Ab ROT, EE F W fg X A) 应 以 
VeL f (z+0) 十 f(z 一 0)] 代 殖 。， 在 下面 有 几 个 展开 公式 中 , 所 加 
Tr 的 条 件 从 由 齐 雷 (1949 a) 加 以 松弛 . 

这 种 样子 的 表示 式 中 最 简单 的 类 型 就 是 部 克 尔 积分 公式 ; 


(60) fl) =[ J, (tx) t dt | ” FOT, (vt) v dv, 
A-RA v>- y BL | MIO] dt Meli 8 whe v — 1 


IST | emis at 

都 收 全 时 正确 . 表达 式 (60) De Gd Watson (19 44, 第 14 3&), 
Titchmarsh (1948, p. 240) X Tricomi ihe me it: +14, 
AU (60) SAP BN Ay EN NE EGER TER. 

Mri; (1929) fra y SERE E J — TES ,他 给 出 了 下 面 的 
公式 
(61) ZG)=Í| G, (et) t dt n P, (vt)of (v) do, 
式 中 


co (一 1)^(15 g)rtiav2m 
62) PF,(3)- 3 ——— MA 
6m Pod agmi ebm bpd) 


gore ag T280—15» (2) 


u l'(a)P (v -- a) 
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(63) G,(2) =cos (ax) J,(2) --sin (am)Y, (z), 
LAZE TRAE 下 正确 (Cooke, 1925) ; 
(i) a> —1, a+r> —1, v4-2a« 94, |v| «34, 
(ii) t"f(t) TE (0, 6) EST, o= min (1--v 4-20, 14), 
670, 
(iii) t7 (t) 在 (8, oo) 上 可 积 . 
展开 公式 (61) 的 理论 由 Cooke (1925) gu. 
险 台 公式 的 特殊 情形 
An a=0, 则 得 A Lei —J,(2), G,(2) =I (2). 这 一 情形 简 
IE 29 F YE RANK (60). dm a= o, Ak F,(2)=H,(2),G,(z) 
= Y,(e). RER 
(64) f(x) = [ Y, (at) t dt [ H. (vt) of (v) dv. 


# a= — lo, HA 
(65) f(a) 
EOZIN | 
un p= 19, 我 们 得 
F, (2) = (Mane) “O, a (2), G, (2) = (Home) sin (e—a), 
AH C34410) SRE 7-5 (85). | 
EP AUI 


= J, (ta) V, (at) — J, (at) Y. (t2) 
66 Se= ar wi 


(ve)? IH 


arg A) E 


t dt 


x r [J, (vt) Y, (at) — Y, (vt) J, (at) Jef (v) dv, 


EAM y Seen! OLS) [de 收 化 时 正确 .如 >=- +, ER 
dër e E BE BAF (Titchmarsh, 1923; Watson, 1944, p. 468). 
男 一 个 由 Titchmarsh (1925) 提出 的 公式 是 


86 高 & SS e DW 数 


(67) f(z) =a f r,tat | (d dt) [t A, (vt) o f (v) dv, 
式 中 
(68) I,(z)-sin (ax) ((J,() P —LE,CO P} 
— 2cos (an) J ,(2) Y .(2), 
(69) A,(2) 
u > ( — DT (» Hm + a+ Vo) a Matt totem 
—T(a+m+D) l(vta+m-+1) P(2»--a-4-m-4-1) 
上 而 的 公式 在 下 述 条 件 下 有 效 (Cooke, 1925): 
(i) a> — 1, a+% > —1, 1l>a+ v> — Ye, |r| x1, 
Gi) fE) 在 (0, 5) 上 可 积 , o = min (14- 2» -- 2a, 1), 
(ii) tf (Œ) 在 (8, œ) 上 可 积 , 870. 
”展开 式 (67) AOIRA frrh Cooke (1925) 给 出 . 
(68) 和 (69) 式 的 特殊 情形 是 
a=0, Diels —%J,(G)Y,(z), A,(z2)=[J,(e)), 
a= —), A, (2) = J (2) J, (2), 
a= -W, E A,(2) =e 
BER PRLS EAS ER Sr h eas (1940, 
p.599, 702) 提出 ,如 下 : 


mm Om) LD Goat | Sinti, 
由 于 K,(2) = K_,(z), V-2(14), 我 们 还 可 以 有 
(m) f(a) = Qai | UG +1, at) (at) d 

sl K, (vt) CSO) dv. 


(FER Boas, 1942). ^m y= +10, (71) 式 简 化 为 拉 普 拉 斯 公式 ， 
任意 图 数 的 其 他 积分 表示 式 有 : 


(72) f(a)= —1⁄ | tJ (a) dt | HQ (v)v-1f (v) dv, 
Jod 0 
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(Kontorovich 及 Lebedev, 1938), 


(3) /@)==2| ee Kenn oi dt 


x| es O0 Kui (a) f (v) dv, a>0, 


(Grum, 1940), 


7 J fe +I Luo) 


t dt 
0 sh (sr) 


4) f(a) = 1⁄2 | 
x [^ tut) HI ule) I) ae, 
(Titchmarsh, 1946, p. 83), 
(75) vf(r)-—?m^ p Kj (a)t sh (ct )dt N Ki (u) f (v) dv, 
| o 0 


(Lebedev, 1946), 


(76) f(x) = (mi) MU: («) dt | vie) I, (v) dv, 
(Lebedev, 1947). dE Rh fil FM Hardy (1927) 及 Hardy 与 
Titchmarsh (1933). 
AZ RZE/ABISx mg n 7515 

HEAT SEF lili k V Y 7 6 39] 00D ARC SE 
EX fit] (0, oo) 的 一 部 分 上 满足 一 个 积分 方程 ,而 在 区 间 的 其 他 部 分 
上 满足 另 一 积分 方程 (Nieholson, 1924; King, 1935, 1936; 
Sommerfeld, 1943). Hx} (Titchmarsh, 1948, p. 337; Busbridge, 
1938) 
[FOT eiis) 0c x«l, 


0 


(77) ` 
[Fond aN dy =0, 21 
“0 


共有 人 和解 为 


88 Amos X KR 图 数 
(78) T(Vea)f (x) 
= (2x) t749 [ pM uo xt) dt f g(vt yon * (4 — vt 42-1 dv, 
其 中 ,假设 4>>0. 
f& a=1, v=1, g(x) =1 的 特殊 情形 下 , 解 为 


r f (z) = £7? sin z — a1 cos z. 


方程 对 (Tranter, 1951), 


N yD(y)J ,(xy)dy = f (x), 0<a<l, 
(79) ` 


| 9002, (andy = P (a); zl. 
KER | 
(80) D(y) = H (y) + Qa | PLOS ultu) dt, 
其 中 
(81) H(y)- FQ) cu) +y |. SF GJ Gn de 
(82) L(t)— Cola a" tf (o) -| yH (y)J (ay) dy] 


x (È — z?) dz. 


方程 对 

| ang. Gu) dy —G (x), 0<ı<l, 
(83) `° 

|, 8904 (9) ay=g(a), z>1 
的 解 为 
(84) BW) = K (y) + eau) | ee) Ta (ty) di 
其 中 


(85) K(y)e | xo(w)J,(2y) de, 


£ 
(86) Vort? Œ) = M (0) +t | ( — a2) HR) de, 
0 


f$ LS Bez as 89 


(87) M(x)-—a"G(x)—a" |, K (y) J, (xy) dy. 


第 二 部 分 公式 


T-M. 初等 关 柔 及 各 种 公式 


球面 具 塞 尔 图 数 
在 (1) 至 (13) 式 中 , n=0, 1, 2, --- 
(1) Ja (2) 
= (Van 2) [sin (2— Yana). > (—L)n(n-+-1⁄4, me)?" 


&lín-- 14 
+ cos (z — lá nz) > (~in +14, 2m+-1)(22)2"1], 


Q) Yanl) = Q2)" [sin (2— oma) 


«MM 
x > ( — 1)" (n 4-15. 2m + 1) (22) 7? 


m= 


«Vn 
-cos(2- ana) 2, (-- 1)^(n-- 16, 2m) (22) |. 
m=0 
HE) = (Yon) inne Y (aqya, m) (22), 
m=) 


(4) H(z) = (hre) tsintle-ts > ( —i)"(n + Yo, m)(22) 26, 


m=t 
(5) IS eu) =(-1) HH Ypi (z); 
Y yas (z) = ( m 1)"J nay (2), 
(6) HU (2) —i(—1) His (2); 
HO) (2) = —i(—1) Ha. 


zdz z 


() Ins) = (-1)" RIT =) sin z 


(8 Vasu (2) = — (- 1)" (Yom) Hart! & ) 


^ cos z 


zdz 2 


90 
(3) 
(10) 
(L1) 
(12) 


(13) 


(14) 
(15) 
(16) 
(17) 
(18) 


a9) 


(20) 
(21) 


(22) 
(23) 
(24) 
(25) 
(26) 


离 KE NE NE. 


J 7 \* et 
HRUE) = i (Dga a (YE 


zdz/ 2 
(2) 7 D nel, ont r d n ew 
HG) —i(—1)' (Lome) Hz € e 


nz 


> 


a 


CD (2) = (Vom 2) EH (2)  —i( 1) m2" " " ^. 

Del ee) 生 ， 

J (2) 7 Y a2) = (Qarz) sin z, 

Y, (2) = —J (2) = — (ae) cos z, 

T4(2) = (Voz) - sh z, 

Hp (2) = —i Hl} (z) = —i (haz) et, 

AYP (2) =i H°) (z) =i harz) et, 
ERENER IER REDUX TC 


[eL 2)] m 27^ Ls (2), 


[z I,(2) ] 277" L, (2), 


(x) [a K, (2) ]  (— 1)^z77^K, ie, 


I,-4(2) — Lar (2) = äert (2), 
La(2) + Lar (2) = 221 (2), 
K,-1(2) ~ K, i (z) = — 21K, (2), 
K, (2) + K 41 (2) = —2K3} (2). 

隆 司 基 式 及 有 关公 式 


SIS HEZK 
(27) W(J,, J-,) = —2(nz)^! sin (vm), 
(28) W(J,Y,)—2(xz)' 
(29) W(J,, HY) =: 42 (m2)71, 
(30) W(H®, H9) = — 4 (zz), 
(31) W(L,I.,)- —(nz) sin (vw), 
(33) WU, K,) = —z 
(33) J,(2)J laa (2) +J-,(2)J p- (z) = 2 (2) sin (va), 
(34) HVD -—HWQ()HiP(z) = —4i (reih, 
(35) J,(@)Y,-(2) - Y,(G)J a0) = 2022) 
(36) Adel HO (2) - J (2) HD) = 2 (iz) 
(3v) T, EHR) -I ma (E) HO (2) = Bi) 4, 
(38) Le) Lae) - ID) Le) = —2(22)7 sin (vm), 
(39 KL G) + K,) L (2) = z. 
变量 ze: BO ERE. (m 为 整数 ) 

(40) J,(zei™™) — eimz»J (2), 
(41)  Y,(zei"*) =e"! Y (z) +28 m cos (zv) J ,(2), 
(49) Hiel" 

ne my cec 
(43) HP (eet) 

| sin [(m+1)ær] 


sin (mar) Sei, 
sin (zv) 


sin (mv) 


sin (zv) Hire sin (zw) HT 
(44) I,(zei™™) =e T(z), 
ima imav | sin (mar) 
(45) K,(ze‘””) =e K,(2) — ix in (m) T(z). 
tn 为 整数 而 等 于 7 RU 
sin (lær) 


—l(—1 AGED, 
yon SİN (mv) ( ) 


92 高 &@ @ E. 
Rp l ART ml, m gk, m 4-1. 


7-12， H8 53 Xm 
只 塞 尔 系数 
() aJ.) zl cos (2 sin $ — n4) ad, 
(2) wJ,(2) =i" | i eizeeay cos (np) de, 


(3) aJl) =2 N cos (2 sin $) cos (2nd) d$, 


(4) Jane)? N sin (z sin $) sin [ (2n 4-1) 6] dd. 
dE (1) x (4) Ke, n=0, 1, 2, =° 
泊 松 积分 
(E) POHH)I (e) = 2a (142)” |" coste sin iesch d 
6) =a ge) | ent (oos 6) do, 


-L 
1 


(1) =a) | ei? (1 — t)” dt, 
(8)  -2x^*(Yo2)" f (1 — 22)"7* cos (2t) dt, 
(9) = xr ¥8 (az) [ene (sin $) 2v dd, 
1) TOHLE) =r) | eta eye dt, 
在 (5) 至 (10) 式 中 , Rev — Y. 
希 英 公式 

(11) aY,(e) =e" D [ e^ **95! cos (vt) dt 

一 asa [ch (vt — z) 十 er ch (vt) atk, 


O <arg z<. 


TEE Lee mH 93 
ug AX 
(12) P(y&—v)J,(x) Bar (G20) N (à — 1)” sin( at) dt, 
(13) TR) Y, (a) Ee N (f — 1)” cos (at)dt, 
上 而 二 个 公式 中 , 2>0, — W <Rer< 1. 
(14) oJ, (x) =2 r sin (x ch t — orn) ch (pt) di, 
H 
(45) aY,(2)= 2 N" cos (x ch £ — lora) oh (vt) dt, 
0 

在 公式 (14) 及 (15) 中 , 220, —1<Rex<1. 


(16) ei. ais e sin (zoht— Yvan) dt 
0 


ZT 
t| cos (z sint ~vt) dt, x0, Revo. 
0 


许 拉 弗 里 公式 的 推广 (Lambe, 1931) 
(17) SE 


D 


Hv * | 
) JL aa — 41 = | eem? cog (z sin £ —»t) dt 
0 


— sin (var) | gt eie ti dt, Re (x+y) >0, 
0 


Lët * 
(18) dE Y ,[(2? — y2)*] =| evest sin (x sin z —vt) dt 
2 0 
-f (evttyent 十 ee t cos vele st di, 
0 


Re r»Rey»0. 
BEFRREN 


19) TÜR) K,(2) tlg)” | e (0 H, 
1 
Re 220, Rev< ly, 
(30) PU K, (2) =m (2) N eecht (sh t) dt, 
0 


Rez>0, Re»> — 1%, 


94 


(21) 
(22) 


(23) 


(24) 


(25) 
(26) 


高 k 8 EE N X 
K(2) = N eren * eh (vt) dt, Re z>0. 
Ü 
l'(v 4-19) K, (2) = (19m) re J ep] ote" dt, 
0 

Re 220, Rev» — lù. 

K, (az) = Lan" |; er pmo dt, 
0 

Re 20, Re (a?z)>0, 

K (az) = gerta” | erstma g-»-1 dt, 
0 


Im z>0, Im (a?z) »0, 


K. (z) cos (evr) =|" cos (x sh t) ch (vt) dt, 


K,(x) sin (grr) zin sin (x sh £) sh (vt) dt, 
0 " 


在 公式 (25) KB (26) 中, v0, —1«Rer«1. 


(27) 


(28) 
(29) 


(30) 


(31) 


K,(2)-—m- 't(22)" (2 十 al (t + 2?) 7* cos t dt, 
Re v2 -—15, |arg z| « Vos. 
W s ZR Bš #& 
iD (Vo — v) HO(z) = 207 (12) N elt (£ — Izeg dt, 
Im 220, Rer«15, 
— il (Ve —») HOX2) = x7 (gz) N e P? — 1 r" ut, 


Im z<0, Rev<ls, 
(Vy —v) H Ye) 


= (12) "In ra +12) Metz ien) dt, 
0 


Im 220, Re»«15. 
—i (Wh —v) HR (2) 


= im (1⁄2) | (€? (L2) Heirat dt, 
0 
Im z<0, Re ><1⁄, 
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(33) Tw+1%) H(z) = (Lise) el YK) 


rong ld 
x| Hd Malte t) = dt, 
Ü 


Rev> 14, || <r, 6— r <arg z <ô + 34m. 
(33) PG 4-84) H (2) = (Vaz) He iG m 


eege) Ó 


x | ec (1 — Liste dt, 
0 


RerL-—1$,|9|«lom, — 3x /2 + Š <arg z «Yos + Š. 
巴 尼 斯 表示 式 
(34) xH D(z) 
一 — gts [77 l(—v—s)(—s)(—Voiz)"**' da, 
larg ( — 22) | < Yon, 
(85) ` Zeg DESS etie | C7 P(—»—s)T(— 8) (Vgiz)"*?* ds, 
larg (12) | «Vom, 
c 是 任 一 大 于 Rev 的 正 数 ， 
(36) iJ, (a) =| Peif G8 -1)]7 Qe)" ds, 
120, Re p>0, 
(87) HP z) = — ev” cos (va) (22)" 
sl Dl(—s)'(—2v — sS) (vos 4-19) ( — 222)! ds, 
larg ( — iz) | «32/2, 2v 不 为 奇 整数 ， 
(38) a" *H(D(2) = eT itr") cos (um) (22)" 
x IT bi ant — 2v — s) (w +s 4-14) (diz)! ds, 
larg (iz) | «32/2, 2v RATE. 
(39) Wn?iK,(2) = (Vom /2)5e7* cos (par) 
x IT" Dl'(s'(15—8s—»)P(19—s--v) (22) ds, 
larg z | <3z/2, 2» Ald NOR 


96 BRENNEN 数 
FUB XUI USES) SC 
(40) f" cos (z cos d») cos vo dd 


= [4005 (yva) ] 1[7, (2) +I-,(2)] 
= — sin (levz)s.,,, (2) 


— [4 sin (ara) ] "[E, (2) — E.,(2)], 
(41) | sin (z cos dh) cos vo db 


—a[4 sin (ga) 17, (2) — 8. ei? 
= cos (lora )s,, „(2) 


= — [4 cos (Lora) ]"! [E, (z) T E-,(2)]. 


(42) f cos (z sin $) cos vó dj = — sin (ees, (2), 
(43) f. cos (z sin $) sin Sch db= —»(1— cos ein. Ae, 
(44) F sin (z sin $) sin vg dj = sin (vx)s,, , (2), 
(45) F sin (z sin $) cos và d$ = (1+ cos »x)s,, , (z), 
(46) | erem! at lS, (o) — xE,(2) fei) 
| n=0, 1, 2, «++, Re z>0, 


(47) | ern dt Ys (— 1)* LS, (2) ex E ei + mY, (a)], 
n —0, 1, 2, ---, Re z> 0, 

(48) Si, (2) 
== | ert POS Your, Vo — Vota — Var; Vo; — EH, 

0 
Re z>0, 

(49) 8,,,(2) = zu*1 

x | et Vaud lon, V — Vo — avs $45 A 


Re z>0, 


$$ LS DS z eK 97 


(500 S,,(z) = | ees ch (xt) dt, 
0 
(81) »S,, (2) mz | eth (vt) eh t dt, 
0 


(52) Sy,,(2)=2 F ez" ch (vt) ch £ dt. 
0 


在 (50) 至 (52) 式 中 ， Re 20. 


7-13. SER JT x 
7-13-1. 大 的 变数 
(1) Ht (2) = (Liss? —Mpoit(z-Mvm Mx) 
M-1 
xx EECHER 
— z <arg 2< 23. 
(2) Hz) = (Vozz2) e-em) 


1 
! 


X X (v, m) ie) ""--O(le[76 | — An «arg z «s. 
对 于 复数 ”及 —Von«argz«2m/2, 及 对 于 ~30/2<arg z« Vos, 
第 M 套 以 后 的 余 项 的 估 值 见 非 特 生 (1944, p. 219). 这些 结果 从 
FAME ATIE REE] — ow <arg 2<aa, K —2x-«arg2z«x(Meijer, 
1932, p. 656, 852, 948, 1079). Fea Ty due Na HE de Ae Bg 32 N EH 
数 的 渐 近 性 态 , 可 参看 Meixner (1949). 

(3) Jale) = (zz) {eos (2 — ovo — Yar) 


X 


M-1 

> ( — 1)? (v, 2m) (22) ?"-EO( V2] | 
.m-u 
— sin (z — Las — Vx) 


M-1 
x P ( — 1)? (», 2m +1) (2) 9 co (s nen |}, 
m=0 | 
— JC «Arg z<. 
(4)  Y,(z) = (lanz)”"*{sin (z — lava — 1⁄4) 


98 高 NE NE 图 数 
x |S (= 13m) Qe oqspo] 
eos (2 — 1 pe M) 
x | russ, m +1) eo |}, 


—- CX ATE z<. 
在 第 M 项 以 后 的 余 项 的 公 武 网 Watson (1944, p. 206, 209), An 
v fX, H Meijer (1932, [i] E), A DH Burnett (1929). 


G) Z¿)=(@ for] X, C 0^0 27700217) 
ie ?tiv [> (v, m) 977-0027 |h, 
— lom«arg ze A m/2. 
(6) I,(z) = (22) “4-3/2 cos (mv) » [e? —£( — 1)"e- er] 
X Paty —v)I'(m--Ve --»)(22) 7" /m! 4-€*Q( | 2| E , 
— dm /2«arg z « Vom, 


(T) K,(2) = (hafa) e X v.) R2) o (1217. 


~ 3x/2 «arg z «3z/2. 
在 所 有 这 些 公 式 中 ， 
(r, m) = 2774 (dy? — L) (42 — 35) -e [ 4? — ($2 —1)?]] /rn! 
PH m)/ nU Q& 4e» — my]. 


7-13-2. X B5 ÉE 
(8) — Ex, (x) = 2 (p? 4-0?) exp [(p? -- 22)'5 — psh-1(p/2)] 
M-1 
x P (—2)"a,0 (m 十 IEN 


p, 120. 
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1,5 
(9)  a,—1,a,-— Wa 


3 
LY. ,2 | pt) -1 
198 ` sé a 十 全/ 了) "ss 454 


LI, (zi 的 其 他 展开 式 见 Lehmer, 1944, Montroll, 1946). 
(10) K,(z)—97 (p?-Ea?) X exp [ — (p?--z?)* -- p sh^1(p/z)] 
M-1 
x |S gra Pine) Gee) oí 


P, 220, an 与 (NA 中 同 
(11) off dier 24x3— p exp [i(a?— p+ ip sin“(p/2)] 


a, = ` (1 4/p? )=2, 000 


M—1 

Xen | I> on (m+) C On GP p) 
m-0 

Zoe) zl p>0, 


(12) bo=1, EE (1 — z3/ p3)71, 


3 


2 2-1 — r? 2 2 see 
2= 138 -576 1- /p+ (rise: 


ai 
(43) sHP (x) 
= — i24 (gh 29) oxp [— (pt — a?) 4- poh (p/2)] 
M-1 
x| E (= Daal Gn 4-19) (98 a) 0 (279, 
m=0 
p>x>0, b, 5 (12) 式 中 同 . 
(14) aJ, (x) = 25( p! — z)“ exp [(p? — r? — p sh-1(p/z)] 
M-1 
x P äech, T (m+ 1⁄4) (e giel 
Dass 
p>x>0, b, 与 (12) 式 中 同 ， 
(15) mH(P(x)-—-—34 > emt rp (ex) sin [(m-+1)x/3] 
m -—0 
XI (m 3) (a jo) tma, 
pax, p, x>0, s= 1— p/z, e=o(a-™8), 


100 高 SS S @ M 


(16) B,(ex)=1, B,(ex) =ex, B,(sx) = iech "ay 


1 1 1 
By (e) =š (exo ie ez, Buen) A te 


43 

3.4. |. 
Bs (ex) = 5 (ez) 一 而 lung 
(By, By, By, H Airey, 1916, p. 520). 


Ai de EE 
(1?) aJ iQ) 


= PS? ea)" exp [i (Fa?) ip sh" (p/2) — Min] 
x enpr X (23) j"a,4P (m+ 14) (p? bas?) = 5n -EO(x-*], 


D, >Ô, am 5 (9) 式 中 的 同 . 
(18) Ko (2) =2- (0? — p?) exp [ — (2?— p?) — p sin-1(p/a)] 
x [> (= 1)™2"b (m41) (sh p) m +O (e) 
> p>0, bm 与 (12) 式 中 同 . 
(19) Kv) = 2 (pt — x?) “Meters 


M-—1 
BCE 


m 


X sin [arm + p ch 1(p/x) 一 (p? — 27) 4 -- 14m] 


oeh P>2>0, by 与 (12) solid], 


(20)  Ki(x)-lLime- > ( — 1)"C nlex) sin [(m + 1)z/3] 


X Pom 4- 14) (2/6) tyes, 
PIT, p, x>0, e=1—- p/x, s= 0(a72/8) 


H 


(21) Cy(ex) =1, C4(ex) 一 sz C, (ex) = Lelea) eg 
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1 1 1 
— (ez) + — 4 si 
C, (ex) = g (mt i C (ez)= 34 l (ery +34 EIN Tass 


C, (ea) = gen" + a (er)? +5 
(89) wH §P (x) = 24(p? + x) exp [i(p? +. 2?)4 —¿psh-1(p/z)] 


x gie p> ( — nob, (m+ 9) (ph + 27) tm 


+00") |, p, 20, bm 与 (12) 式 中 同 ， 
7-13-3. 过 J ux 
Act ze 


(z~n, n NO 0) 
(23) J,(z) 3 5 (E/z) [JA IHN 
(24) Yr) mI E/E) E a LÉI Is) 
z>n, = (Vox) (m x)". 
(25) J,(z) 773 (£/2) 5 K (8), 
(26) V(x) ~ —37*(£/a) 5LE (6) IR) 
nda £= + (Yor) Han)", 
(27) ei" SHIP (a) ~ 3-4 (E/a) HP E), 
£= (Az) (a —n)*, 
dn z>n, arg (z — n) = 0; fu z<n, arg (z —n) = w. 
EHERR 
(28) Tz) —3-w[J (pw*/3) cos ó — Y , ( pu*/3) sin ô] 
+O(p), 
(29) Y (2) =3-w[Ji,(pw?/3) sin ò+ Y ,(pw*/3) cos ô] 
+0(p™); 


102 高 ES 起 越 NE. 
x>p, Š= pw — pw3/3 — p tan”! w+n/6, w= (x?/p* —1y'$, 
(30) J,(2) =3 n Iwert K,,(pw8/3) --O(p71), 
(31) V,(z)= — Se Hl Ly. pw*/3) + I, (pw?/3)]-+O(p7), 
T< p, a= p(w+w/3 — tanh! w), w= (1 — x?/ p), 
7134. HIMEK 
f& Jr Z sÇ 
(32) J,(a) =w(w —tan"! tw) 
X ut) cos (2/6) — Y (2) sin (2/6)] J-0(p-15), 
(33)  Y,(x) —w-"*(w —tan^ w) 
X [J (2) sin (1/6) + Y, (z) cos (a/6)] 4-O( p7* 3), 
z> p, w= (a2/p*—1)1%, z= p(w—tan-! w). 
(34) J,(x)-—m-*w-W(tanh-!w— w) 4K (2) +0(p73), 
(35) Y, (2) = —w-"(tanh"! w— w) {Ty Leif teil 
+0(p 3). 
z<p, w= (1 —2?/p?)4, z = p(tanh7! w —w). 
1. MHA 
T-M-1. 有 限 积 分 


0) ferr (deo zn), 

@) [emnes 
G) [ez K,G)dz— — 2 K, i), 
4) [2° K,(2)dz— 27K, (2), 


(5) J 2J, Leide 


"T'as, (2) (2) — E,(2)J,_, (z)], 
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(6) J z" K, (z)dz 
= 2° Ia T (v béie K, (2) L, (2) +L,(z2)K,-ı(2)]» 
(7) | £"J ,(z)de 
= (ute —1)2J,(2)8, 2, 2-12) — 2-1 (2) 84, (z), 
Aen — RA SEAR Us OTI Z8 eben ER SE De It ER. u) (5) 
SX ANEH. 


设 w,(2) 及 W, (2) 为 任何 第 一 ,第 二 或 第 三 类 内 塞 尔 画 数 ， 
它们 的 阶 分 别 为 z 及 ps Ru 


(gr a?)2 + ( — p?) /z]w, (az) W, (82)d2 


= z[aW, (Bz) wi (az) — Bw, (az) W(Bz)] 
—azW,(82)w,..,(az) — BeW,,..,(Bz)w, (az) 
+ (u—v)W, (Bz), (az), 


(9) faw, (az) W, (Bz) dz = 2 (B3 — o) ~ 

x [BW,41(Bz)w, (az) — aW, (Bz)w, I (az) 1, 
(10) | zw, (az) W, (az) de 

= l2? [Rw (az) W, (az) — w, + (az) W, (az) 

— W,-1 (a2) W, 4; (az)], 
(11) J zw, (az)W, (az)dz = (8) N, (az) W, (az) 

+09) as |u. (a) D SC u, (a N, 

BY o, (2) 及 V, (2) TEEN 

Rafi BU > 及 p, 则 
12) Tt ie (u? =r) /2]v, (az) V, (Be) dz 

— e[ — aV, (Ba)v (az) + Bv, (az) V 1 (B2)], 
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(13) | 2[v, (az) ]? dz 


= — W2 [vt (az)? — [o (az) ] (1-712719). 

其 他 的 不 定 积 分 公式 , 见 Watson (1944, p. 163-183) , Thiel mann 
(1929). MeLachlan (1934, p. 115), MeLachlan 及 Meyers (1936, 
p. 437). Straubel (1941, 1942), Picht (1949), Horton (1950), 
Luke (1950). 


(14) [^ J |z (sin 0)?]J,[2(cos 0)2] (sin 0 cos 6) -! 40 

= El et DT eh pa (2) /2, Re 20, Re (70, 
(15) [7 J „le (sin 9)?]J „[z(eos 0)?] otn 0 d —15J ,,, (2) fu, 

° Rev> —1, Re u> 0, 
(16) N J „le (sin 0)2]J [2 (cos 02] sin 0 cos 0 d 

== > (Dr unal) Rev» —1, Re n> — 1. 

= 

(17) N J [2 (sin 0)2]J [2 (cos 0)?] (sin 0) "1 (cos 0) ^7! d0, 
(Bailey, 1930, p. 419, 1930 c, p. 203; Rutgers, 1931.) 
(18) L J ,(2 sin 0)J , (2 sin 0) (sin 0)?^*1(cos 0)2#+1 dé, 
(19) IM J (2 sin 0)J „(2 cos 0) (sin 0)??*1 (cos 0) +1 d9, 
(Bailey, 1938, p. 145.) 
(20) | LI (2 sin 0) ]2(sin 0)2921(cos 0] 2*1 qo, 
(Bailey, 1938, p. 141.) 

Ma ca 
(21) | [J,(z sin 0) ]? sin 0 d= > rm (32), 

Rev> —1. 

(22) sin (207,0) dt, 
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Ë 
(23) { t^ cos (z — £)J , (t) dt, 
Ü 
(Bailey, 1930 c, p. 204, 205.) 
| Mn 
(24) sinz(v+w) | 
Ú 
— Les! (2). (2) — Lisi Lei), (Re wer) |<), 


K, +, (2 cos 0) cos | (p —7)9] dé 


7-14-2. BEE p 
具有 指数 男 数 的 积分 


(85) N Y, (at)e-** dt 


1 
= — lor yl exp ( -7 ajr) 


l ,/1 
x Ë (s enm) tan vr += K, (à e) sec va | , 


| Rev | «15, 
(26) N e tH (Qa2/t) dt 22K (2x) HO (Rx), 
“0 
(Hardy, 1927). 
(27) | I (atje t dt -19g'5y7! exp en yn. (s ep) 
0 
Re»-—1, Re ¥*>0. 
CHER 7-14(60) 38 7-14(79) ]. 
Cake Te KC 22 31 72 
i 
(28) | tJ , (at) sin (bt) dt = u^! sin [psin^! (b/a)], b<a, 
= au”! sin (ara) [b + (b? — a?)'$]7^, b>a, 
Re p> 一 上 |， 
(29) N tJ (at)cos(bt)di = w^! cos[p sin-1 (b/a)], b<a, 
= uw a^ cos (Loua) [b + (b? — a?)'*]7^, b 2a, 
Re p> 0. 
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(30) n J (at) cos (bt) dt = (a? — b?) * cos [p sin 1 (b/a) ], 


h<za, 
= — a" sin (loj) (b? —a?) [b+ (b? — a?) t], — ba, 
Re p> — 1. 
(31) N J ,(at) sin (bt) dt = (a? — b?) ~H sin [usin-1 (b/a)], 
| b<a, 
= a cos (Loua) (b? — a?) #[b-+ (b? ~ a) 4)", b>a, 
Re u> —2. 


Kis ES BCH NT WY FSP ASK , A Nielsen (1904, p. 195). 


(32) Lan(v? — uw?) N J (at) J, (at) t^! di = sin (v — u) a, 


Re (v +1) >0. 
(33) | Fe) Kate mat 
M (log rtu 
UIS AR PUTA Re (y+) >0. 
(4) re- il J (at) J, (bt)t"+ dt 
= dere t lath? (b? aree | b>a, 
=0. bee, 


Rev>Re p> — 1. 
与 章 勃 - 谢 希 特 林 积分 有 关 的 积分 式 
(35) Sept terre K, (at) (bir dt 
= bT (1 — VeP + opt lor) TY — Yop — You t Vor) 


X Í P (1⁄2 — Yee + Yan Voy, Vo — WP — Van Vor; 
y 4-1; b?/a?), Re (v — P-4- 13 5) —0, ab. 


(36) 2^9P(—p) F K, (at) K. (Bt)t-° dt 


= af BP (VS + Yop + Aën — Yep, 14+ Yov — Vo — Ve; 
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1 — P; 1 — 82 /o2) 
X l'(Ys + Vor Lop — VP) (Yo + Var — Von — 19P) 
X TOA — Lar + tou — Yop Phe — Ver — Lan — Vor), 
Re (a+ B) »0, Re (P+u4r+1)>0, 


(37) Yan Fr Y, (a£) J ,(bt)t-^ dt —sin mv p — P) 
0 
X] K,(at) L,(bt)t-^di, a>b, Re (y - P-F14 1) 2-0, 
0 
(38) F Y (bt) J , (at)t-^ di 
0 


= — (7 (5, (02, déier) cos [an (0-9 )] 
x K, (at) K, (bt) jt-? dt; 
a>b, Re (P--v —w)- —1, Re?» —1, 
(39) | J (BNK, egenen dt 
0 . 
= (28)" (2a) "T (v u + 1) (a? 4- B*) en, 
Re (v 4-1) » |Reu|, Rea |Img| 
其 他 组 合 见 Dixon K Ferrar (1930). 
包含 三 个 或 多 个 内 塞 尔 画 数 的 相对 积 的 积分 、 


(40) | Ee, (at) J, (bt) J, (ct) dt, 
(Watson, 1934). 

J, (ct) d 
K,(et) 
I, (bt) 
x, oc) ^ 


(41) F te-1J (at) J, (bt) { 
a» | i te-17 (at) K, (ct) | 


(43) | I P-K, (at) K, (bt) K,(ct) dt, 


(Bailey, 1935a, 1936). 
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(44) [^ [J G2) PEZ, (bx) Pat da 


a?v (y) 


=, FB (via —v; 2v-4- 1$; MAM 
9xbl (v 4- V9) I' (2v +15)? RG =r, w + by a?/ ) 


0 « Re p, 
(45) r J ,(az)Y,(az)J,(bzm)Y ,(bx)a?*! dz 
aiv b 7-1» (3y 4- 1) 


= m F 14,3 1;2 87; 2/b2 
nl (Vo P(O 4-34) (9 - Vo, 3v 4-1; 2» 4- 34; a2/b2) 
— li«Rer«l. 


(其 他 公式 见 Nicholson, 1920, 1927; Titchmarsh, 1927; Mitra, 
1933; Mayr, 1933; Sinha, 1943). 
ipia SEI AA 
(46) F J, (bt) K,[a(£ 4- 224] (£2 + 22) tet dt 
= bra rg rt (BR), iz (a? 4-5?) #4], 
Re p> —1, Re z>0. 
(47) [2,00 K,La(e? - y) — y mmm dt 
= logie im BH) pug yte (q3 4 p2) Hoha- 
x HO, _ [u la? +67)*], Re y «1, Re p> — 1. 
dur £27 y, JJ arg (ë — y?) =0; dm £« y, Bil arg (t — y?) —xo, 
此 处 , T= K — bar. 
(48) |, J, (bt) HP [a (t 4-22) 4] (09-4 23) Meet dt 
= abge (q? DI) "äech HD (a? — 62)%], 
a>b, 
= Bag tba lte "e (d — q?) Mee HK an (62 — a2), 
a «b, 
Rev>Re u> —1, r0. 
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(49) | ` HOP a(t? A 228] (2 p rto dt 
= a-ig, (u 4-1) HO, (az), 
Re (ar — 14) > Re u> —1. 
(80) r K [a (t? 4- 22)4] (3 4- 22) Hrs+1 qi 
= Qa rige P (w+) Ky (az), a0, Regu —1. 
(51) | ` J (bt) (+ 23) tti dt 
= (ygbyrtatrm K aba) /T (9), 
Re (2v — 15) >Re u> — 1, Rez>0. 
62) | ` HOTT EE 
ái £« y, arg (2 — y?) = Yos. 
(53) werten ga pra N cos (bt) K,[a (t? — y?)*] dt 
= — mz N cos (bt) He? [a (y? — tp] dt, 


(类 似 的 公式 见 Watson, 1944, p. 417-418; Mayr, 1932; Gupta 
1943 b.) 


(54) gir (ov) r tJ [b (2 4 25557 (t? +y?) un (12 mu a?) m 
X (cos [om (P —7) ]J , (at) +sin [Voz (e —») ]Y , (at) dt 


_ dm) (s " 
m! ada 


X {a ,[b(a? 4- y?) ] Hy) ^ HO (aa) ], 
azb,Re(-xr)«ReP?«2m -4-4-4- Re p, Re (ia) «0, m= 0, 
1,2, = 


(55) | ， tJ [b Q? 3 y?)**] (0 py?) e (e + gn) om 


X (cos[ Vom (P —v) JJ, (at) +sin[ lon (e—v) ]Y (at) d? 


110 Bo 超 do 图 OX 
27% / d Xm 
=(— 1ymtt í E 
(=H m! (ag) 
x (8^ 7J L(y? BD] REK, (aB)], 
“amb, Re (+v)<ReP<2m+4+Repy, Reß>0, m=0, 
1,2, +. 


(66) | irr, Co? e) Ue?) P (+ BAT, (al) dt 
= BPS [b — B?)'5] (y? — 8?) e K (aß), 
a>b, Reß>0, — 1< Re><2 + Re u, 
(57) | ` eet LE dt = B7" I, (8) K (ab), 
a>b, Rev>—1, Re (p — pw) <2, Re 8>0. 
(58) [erra (at) (P+B) dt= PK, (ap), 
a>0, Reß>0, — 1<Rev<5⁄. 
(59) (ertt uie edima, (aBy Tao), 
| —lI«Rer«2 Re + 8⁄. 
类 似 的 积分 公式 见 Watson (1944, p. 434—435). 
RISZRERTÉCRU SR 


d = wä ZUR — S —_ 
e KK. eem 


X K,+.[(Z?+2°?+2Zz ch 20)5] dt, 
| Re (Z)>0, Re 20. 


* 一 me ty (s +) 
(61) aD =f em (Fs) 
-F 


X — zre" 
X [cos yn, (WwW) — sin vxY ,,, Go) ] d8 


e^ X + xe? Motu) 
— ginvz | grt =) 
Jy X + vet 
x [cos vad ,,, P) —sinvaY ,,,(0)] dt 
X>x>0, Re(w—v) <4, w= (X2 +27 — 2zX cos), 


Ø= (X?+ 274+ 2X2 ch t), 
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(Dixon 及 Ferrar, 1933, p. 193, 194). 


(62) 


(63) 


(64) 


(65) 


(66) 


(67) 


(68) 


(69) 


(70) 


Tl2)T (2) FY leif Ae 
SE ? L K, (22 sh t) [e cos va J-e- C7? cos ua ]dt, 
0 


Rez>0, |Re (+) | <1. 
Tu (2)F (2) SB SICH , (2) 


= 4? N K, (Qz sh t) [et +e" K+)! cos (p — v) ]dt, 


Rez>0, |Re (v—5)| «1. 
J (2) J (x) = Y ,(z)Y , (2) 


= Aar? j Y, (3 eh t) ch [Cp — v)t] dt, z>0. 
0 
EYE) +I, (Y ,(a) 
= — 4m! NC cht) ch [ (p —»)t] dt, . $0. 
0 


Jy(2)¥ (2) 7 J,(G)Y a) 
= n7 [^ K,,, (22 sht)[e% 9! sin (uar) -e ^ fsin(ver)) di 
0 


Rez>0, |Re +) | «1. 
J,(Q)Y, (2) - J,()Y.G) 
= 4m? sin [(u— viel! K, (äs sh t)e- (9? dt, 
Rez>0, |Re v—p)| «t. 
K, (2) Lo) e [^ Jus Qo sh tem dt, 


Re (v — p) < 4, Re @+ M) 2 —1, x20, 
(E (2) ]? sin va) =m N J (2z sh t) sh (2vt) dt, 
|Rev| «34, z>0. 

LK, (x) ]? eos (vx) = —n n Y (2x sh t) ch (226) dt, 


|Rev| «34, x20. 
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(71) 


(72) 


(73) 


(74) 


(75) 


高 pa sp e 
1, (x) K,(z) + I(x) K, (z) 
=2 | Jus (dash f) ch [ (1 —»)t] dt, 

Re (v-- 5) > —1, |Re (u— —»)|«34, v0. 
Lx) Ky (x) — I(x) K, (a) 
=2| Ais sh £) sh in —»)t] dt, 

Ro (/- 4)» —1, |Re (uv) | <3, 2-0. 
T, (2) K, (x) ~ cos [(v — Ais) I, (x) K, (ar) 
— sin [x (p — v) 1 Y , (22: sh t)e76*w gg, 

720, |Re e — 5) | c1, Re (w+p)> — 15. 


2Y ,(2) 24 (2) 
ER 


J, (2) =, m Y, (2j 


= 4g | K, (22 sh t)e-2t dg, Re 20. 
0 


al, Jl 


ra) _ 


K, Ce) 一 
=r f Y (2a sh t) sh (21) dt, 
0 


十 cos (zz) [K, (x)? x>0, |Rev| «34. 


这 些 公式 的 大 部 分 , 见 Dixon 及 Ferrar (1930) 及 Meijer (1936, 


p. 919). 


Wi IN Kot) 
C6) FA) HY) = gel ren DEE i) 


EN zei tye 


X HA [(x?24- y? + 22y ch 21): ] dt, 
[Re (vp) | «34 


(17) Sek, (x) L(y) =f 。 em" (2 — ye s) 


v — yet 
x Ky sul (t? + y? — 2xy cos $)'*] d$ — 2 sin (var) 


Lët tni 
d ll ) K siul (2? Ey? + 22 cht) 14] dt, 


Xy. 
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Dixon 及 Ferrar (1933). 


(8) LG)K,G) m [^ Tu G9 sh tec ^t di, 
Re y» —14, Re (£ — z) >0. 
(79) K,(2)K,(€) =2cos (va) | Ky, [8 (25) sh t]e- Ot dt, 
| 一 1 De pel, Re (254-045)? 2.0. 
[FESS 7-14(25) 至 7-14 (27)]. | 
tS AES AE 
POAp)2# "tan (Veg). 
TG 441) 
—1<Repw<l1, Rev>Re pw — Be, 
aD (ptr) 
Tutor HT (nt) HA) 
Re (+r) >0. 
(82) |" H, (220 (B — 1) 77 dt Ya AT 4 — v)" LJ, (2). 
| 2>0, |Re | «15. 
包含 斯 特 拉 夫 画 数 的 其 他 积分 , 见 Mohan (1942) „Horton (1950). 


7-15. ARERR ABR 
# du RB 


(80) [: ver (D di = 
0 


(81) Í. H,(t)H, (Dt dt = 


(1) ate BT Ok (v 4-n)C7 (Y) I4,(2)- 
(2)  (Vez)'7J., (2) 
=F Diesel) 
2" nll (vi~ u-n l wynt) J usan(2)« 
(如 2 — u FE HBC, EREA ARA), 


(3) J,(esin@) 
ER 20) (n +1) 


= (ns) "(sing Fe rer 


X Cai (cos 0)J ,y+an (2): 
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(4) HB E+) 
(v 4-14-2n)P(v--1l-4 m) 
EE: ^» ni (2n 4- 8» 4-1) ($n 1) „+1+2n (2) » 
(5) J,(z)m = sin >z Ë y Moz) eu ESL Ac) 
(60) (22) J ,(a2)J ,(Bz) 


= [a"B" /T (v 4-1)] > (Y--2m)J y a (2) 


cU (—ID'P( +n +n) a" 
x P n! (m —n)1[P (n 4- jp 4-1).]? 


x,Pfıl-n —n —w; v41; WEI 


() (e) >J (a2)J ,(Bz) —a"B"/LP (w+ 1) (v 4-1)] 
x Y (Y +2m) T (Y +m) 


Xn m | 
x F,( —m, Y+Am; w+, v 4-1; a, 8257... (2). 
(Bailey, 1935). 
(8) 1⁄42J „(z cos d cos DJ , (z sin ó sin ®) 
= (cos ó cos D)" (sin ó sin P)” 


X > (— 1)^ (nm 3-» 4-20 4-1) J , a, ass 1 (2) 
n-Ü 


l(n--v--n-o-1)P(v--n--1) 
nM nda»); 
Xa, 0 a +7 +r+1;v-+1; (sind)?] 
Xil- n, v tr +n+1;v-+1; (sin 9)?], 
p» V RA. 
(Watson, 1944, p. 370; Bailey, 1929). 


(9) =La) >, (192) ttn) /nl 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 
(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


(13) 


(20). 
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rw = u)J e) 


_ < l'(v 2 pM n) y— +n 
=T(u+1) > Ponp Iin v 22)" ^J 4n(2), 
yu, po RARR. 


16 z sin Wy ^ 


J,(zcos0)J ,(z sin 0) = = | 


n=0 "nM (v4 n4-l) J u+an(2): 
p AS2 SE. 
A (xioA)" 154)" . . 
Eher 14 „ahie-)m , 
(24-h) J L(+) = => A = Jes, 
Ih| <|]: 
Sh)" 


(z-4-h) €" Y ,[(z--h)]— > (CEloh)" g*hw-Mmy L (a, 

LESERE 

HQX2(1—a)f]2 Y, (ka) Hi (2) /T(m—v-E D), 
"x — co 


te — 9] 


aio 


—ü-a* Y. (Maz) H, 2) [T — r+ DD. 


(Voz) cos [ (2? — 22t)*] 


= > tT] mpg (2) [T (m — v +l), 


m=—— e 


(jaz) -H sin [ (2?-++-22t)"*] 


ea 


= In ()/T(m-v+1), 
(2-7) H Pz (s? —)] 

= Y, (eet mere "SH (zs) [ml 

(s? — 22) 9 K, [z (8? — ml 

E Werken) f 


(m) sin (par) =I (s) D TI): 


nol 
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(21) 


(22) 
(23) 


(24) 


(25) 


(26) 


(27) 


m os dd m KR m 
J (82 cos 8) [Ju]? 9-2 Y usc user) 008 (24) 
I Rev>0, — Lige fe Lier, 
[J,G) o3 È leid ale) EN 
J 9, (22) 
=! D (—1)"[mi(B/2—n) yal) aa (a), 
Tole (t — ty] 


o 


=J, (£) Lx) +> [(—0"* +i. 0) LZ (c) ]; 
Jine] 2 Us GT Co D Te) 
ber (22) = J, (2) Ig (a) +2 > (7 1) 73, (7) f (T), 

n-l 


bei (2*2) =2 D (=I) Jara (2) Duas (2). 


[其 他 例子 见 Bailey, 1935, p. 235; Wise, 1935; Banerjee, 1939; 
Bateman & Rice, 1935; Fox, 1927; Rice, 1944; Rutgers, 1942; 
Nielsen, 1904, 19— 21 #5], 


MIERSARER 


w= (2? -- Z* — 222 cos di, Cz (e) REA GR BK (FL 3-15 i) | 


(28) 


(29) 


we HO» (yw) 
= (Va2Z) T (w) 2, vn) (cos hb) Sy ne) HO (Z), 
n=0 


v#0, —1, —2, =, |ze***| c |Z | , 
H0 (w) 


=J (HZ) +2 E J,e) HU? (2) cos (np), 
n=1 


|ze*i*| « |Z]. 
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(80) wJ, (w) = (1422) "T (v) 
x È (ren) Ct (cos as uas (D) 
v4.0, —1, —2, + 
(GD J (w) =J) (Z) +2 > J,(2)J,(Z) cos (nd), 
(32) wJ, (w) = (22) (v) 


x E (HD) Cz (008) eh (CZ); 


n=0 

va, —1, — 2, ses, |ze**| « |Z |. 
ay e"—(Z-—2ze?)w K |ze**|« |Z]. 
(33) Y,(w)e"*— $ Y .(Z)J,(e)eš"$, 


(34) HOO») (yj) efr = > HU» O(Z)J, (ze, 


n=% 


(35) K (wje = Y, K, UD Les 


(36) IL(w)e"*— Y, (—1) La) Leier 
(37) (2z sin 6)” ,(2z sin Yao) 
= OT O) S Pn) [I  (2)J3O5(eos $), 
am 
v#0, 1, —2, 


(38) Jy (22 sin Yeh) = [Jo (2) 2 +2 > [J (2) }? cos (nb), 
或 . . . 
(39) PJ,[z(i--t3)]9 Y, UJ, VQ). (2 
如 v0, £1, +2, +1, Jj lé] «1. 
40) FL[(G1—-0]9 3 C- D, elle 


如 40. £1, x2, +++, DU II <1. 
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(41) 


(42) 


(43) 


(44) 


(45) 


(46) 


(47) 


(48) 
(49) 
(50) 


(51) 


[2E ERAK 


(Git Z* — 92Z cos p) exp [ +i(2? +2? — 2zZ cos py] 
= &in(zZ)-* Y. (n--Vg)J pu (2) Him Z) P, (cos d), 
neo 
|ze*i*| LZ, 
(Voz) "T (2v) 
SPP Ah Y an» nl) Pal, 
n- 
(sin a sin 8) 4^"J , ,,(z sina sin (3)e** cosa cosa 
= 24 me) [PG] 
= U7nl(rJd-mn 
> Ve J ,+ | (2) CZ (Cos a) C7 (cos B), 
cos (z cos $) 


=% (v) > (=D (r Hn)” 19, (2) CR, (cos $). 


sin (z cos $) 

Defter Y; (-U'(r4-2nd-1) 2 ppm) dems d). 
TA Ai 

vat, (z) == sin zz [1 — 222 > ( —1)"J (nz) / (n? — 9?) ], 

n=l 
z E, (vz) =2(sin leva)? — Ap: 
X X [sin (Yara + tone) 147, (n2) / (n 99), 
n=l 

1-2)#=1+2 Y [7 (n2) P. 
n=1 

La. 7297-1]7 È TL (m+) EEN 

z '!sinz-ci—z > (An? — 1) 1[J, (nz) ]*, 


(172) 514-2 Y J, (nz), 
sal 
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HRAHRATM 
(52) Tu +1) > cos (mt) (gma) J, (mz) = — Lë, 
m=1 
Ücr«i«m, 
== 13 GE wd — tx), 0ct«rem, 


Rev —1%, (Cooke, 1928). 


(53) Y (loma) "J ,(mx) (Vomy) *J, (my) 


m=1 


—-—[2l(p--1)l"(»--1)]" 
Ta ya P 13) ] Pig — v, Yo; ptl; 22/92), 
s>y>x>0, p, > —14, (Cooke, 1928). 
(54) T(r +35) Y cos Gnt( loma)" lH (ma) = —(v--19)m7^, 
m=1 
O<a<t<a, Rev» —1 (Cooke, 1930, p. 58), 
= 
1—H8/a3), 0<t<r<n, Rev» —1(Cooke, 1930, p. 58). 
(55) mes —2l(v--1) > (1) ar/a) m ”J (max/a), 
m-l 
0«cr«a,vz0. 
(560 mJ,(v)-—29v > mi^" (4m? — 1) "1 H, (2mx)), 
m=1 
0<zx<z=, r> — Lë, 
(9T) z= mt aT (v-+ 4) (a) (az) 
+ mil Qr +44) (a) J (aa) 
=2/(» +1) > m (an? — a?)1[1 一 (一 1)"ei«*] 
m-l 
x (am) J (ma), 0cr«m,vzs. 
(55)Æ(57) H Pennel (1932). 
SR BS 
在 下 耐 的 公式 中 ,? K z EN Erl, —2, än 
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eJ (2) RS AF 8 E Re (Ya, n) > 0 63 2 ANY J|- F£ Bk BY F 39 
EY, (n —1, 2, 3, +). 于 是 (Buchholz, 1947): 


(58) 


(39) 


(60) 


(61) 


(62) 


(63) 


(64) 


(65) 


FE OT.) Aere 


=> FV yn) To XV oy EI a On a)Je Yu). 
n=1 


(te X «1 
J (v2) /J ,(2) 


=? > Léi adi, (x Léi » [On n 2) J (Y, all 
n=l 


u +227 >, J ,(7,, nt) [Y,, JO, mg 23)J , (Y, all, 
n=1 


0<zx<1, 
J,a (22)/T (a) 


= 92 > Jua, nt) EO ,—25J 4,0], 
EA 


kat 


gin X= — Ir) J (XY) [MJ (Y,)] 2, 
nel 


Uer Keel, y =Y 


HIEN 


[7,(2)]7 

-1 => RHEIN (y, 01, 

[Jo (2)1> 

=144 Y DR, EN HN DT al 
[7,(2)] 1 — 221422 > RENT 

[J (z) 2— 4272-1 


+4 > [Vin (2? = VF) = N TI On I, 


对 F(62) 38 (65) A, ëm Forsyth (1921), 
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8-31. 5| Æ 


BR Ti Z Uy WEEZE PAIA F 248, RFE D 3 FE AR 
Ps ë, 7, 6, 定义 如 下 : 
(1) ps, men ë) — Lë, z, =ü 
Zi RE hi Ab £, 0, ó 定义 为 
(2) a=ncos dh, z;= £7 sin ó, zehn £ — Vo m. 
a op go 
Bai dal Oa 
AJ bp De AE FERE f 为 x 单独 一 数 的 任 一 画 数 , CD RR 
(3) Adutf(rs)u=0 
变换 为 抛物 柱 坐 标 时 为 


(+0 


Be A= 


ZHARAR, AB U (£)V Q)W (0), REU, V, W 满足 
下 看 的 常 微分 方程 : 
(5) La U E (o£ 4-3)U = 0, dur Gri NV —0, 


ei Lenin -eW=0, 


式 中 0, 入 为 任意 常数 .又 ,如 设 E? Zeg. TAS 
Zu +- k?u —0 
变换 为 迎 转 抛物 面 坐标 时 为 
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E E 
(7) Lët: Je zlé Zi EK Ç Sall 
Pr) Ft um 0, 
ENTER U (£) V (0) W (加 ,此 处 的 UV 满足 常 
微分 方程 
deU 


(Di gert” et ee 4 -X)U = 0. 
V uU (8) KAUFE TEN 的 符号 相反 ,而 WW 则 满足 
(9) ` Ge W apaw = 0. 


TIER E= TO, m RL TER, 2u 应 为 一 

ERTEKE ZAP, NT (3) 式 的 研究 ,有 几 种 推广 是 可 能 
的 .其 中 有 几 种 可 参看 P. Humbert (1920 a, b, c, d.) 

(5) 和 (8) 式 的 解 可 以 用 合流 超 比 夯 数 来 霄 示 .虽然 , (8) < 
中 有 二 个 基本 上 独立 的 常数 , 因而 和 合流 超 比 斑 程 6-1(2) 本 身 同 
样 的 具有 -- 般 性 , 但 是 , Zu 为 整数 及 k, À 为 实数 的 特殊 情形 , 在 
茶 些 边 值 问 题 中 显得 特别 重要 .这 些 特 殊 情 形 以 及 (9) 式 的 解 将 
在 本 章 中 讨论 . 


# UE HE 


8-2. 定义 和 基本 性 质 
邦 过 简单 的 变量 变换 后 ，8-1(5) a ge 39 
(1) En + — V4.2?) y — 0. 


TEE CICERO, 它们 可 用 合 


流 超 比 责 数 来 表示 。 如 定义 


192 m S x eH Wu 
(2) D(z) e 24OYe- M29 (1S —v/2; 3/2; 27/2) 


(3) = QUOT ZW uoo, -u (LG 22) 
D 
(4) Bee Ken) D(- Vor; e Ya’) 
2 T(—1%) 


tan Tig) D(A —v/2; 3/2; 29/2) | 
[ie FL 6-1 (1), 6-9(2) 及 6-5 Bi], RI mf Am 
(5) Drei, D,(—z), D_,-1@2), D-,-( — iz) 
满足 方程 (1) D(z) Æ 2 — 0 处 的 值 及 其 遵 数 秆 可 从 (H 式 中 求 
得 。 因为 方程 (1) 的 一 个 解 可 由 它 在 z= 二 0 ong AC Se (OK 
完全 确定 , 而 且 由 于 方程 (1) Fé Sad Rn rëm RAE, DI. 
我 们 可 求 得 下 而 的 关系 : 


| l(v--1 ; ; . 
6) | D,(2)— ae [eD pa (iz) Fe" D... i( — Zeil 
(7) — ergin „(= 2) + A7 m)” >) etOi i (iz) 

(8) = ev* D ,( — z) + FO 5 ert iaD_ — i( _ iz) 


以及 另外 一 些 从 上 而 关系 中 以 —z R e 而 得 的 关系 式 . 这 些 关 
RAK (5) 式 中 的 任 三 个 解 是 怎样 彼此 关连 的 . 
AUER z 的 整 画 数 . 如 2 一 2 为 一 非 负 整 数 , 划 从 (4) 

可 知 
(9) ez Da(2) 227V^ H.(27 Ma) 

一 个 多 项 式 ; Halt) 称 为 由 次 汉 米 特 多 项 式 ( 见 第 10 章 ). 如 7 
为 非 整 数 ， 则 D,(z) 与 D,(—2) Së 对 于 的 所 有 值 ， 

D,(z) 及 D- (tiz) DEREN. E n] 347 IRA 


(10) D,(2) ÉD, 2) — D,(~2) D, (z) = (2a) /P'( —v), 


(11) D,(2) z D_,-ı(iz) - D, (zy D,(2)9 — t exp( — Lovri), 
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Án » Be 2 39580, J D, (2) 的 值 也 是 实数 . 对 于 微分 方程 8-1(5)， 
如 果 c 》 为 实数 ,我 们 也 可 以 用 D, edet AS TR Ah 
SEHR. Au 00, 则 可 将 8-1(5) 变换 为 
! d? 
(12) 5 E (Ma? — P)y 0 


RHE E= (40) v, P= —A(40)75, 于 是 知 


(13) nek ®) 
WSS H A te ER (12), HA? ER 


组 为 : 
er e [Dis 4 (6712) + Dis s ( — 6772) ] = ys (z), 
2 PY Voip) 
TOEREN 
Re(2'fesve's[(3 Ce 75 —-1]He- Orts D , (xe'™4)} =y z), 
一 Im (2'ses»^4[ (1 Le ärt eO een D (aet*/4) } 
=y; (£). 
Rp '—arg l HiP). dg x —0 处 ,yo K y WX 
Y (0) — 1, y, (0) =0, ya (0) =0, y1 (0) =1, 
而 ya 及 Ys AR r= co 处 简化 为 
Ya = (2/x) te" (1 tert sin [g(2) ][1-O (77) ] 
ya — (2/a) He "^ (1-- e7?7^) — 1]5 eos [g(2) ][ 1 + O7) ], 
式 中 


Du. (697) + Di, a etx) ] =y (x), 


| g(x) = V4z* — P In z+ Vo + Léit, 
我 们 还 有 
Ya C— z) =, (2). 
J. G. P. BE u, 及 vs 作为 数值 表 的 计算 基础; yo 及 v. gh 
Wells J£ Spence (1945) K Darwin (1949) 讨论 过 ， 
从 (2) K 6-6(6) 及 6-6(7) 可 得 
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(14) D, (2) —2D,(z)+vD,_1(2) =9, 
ZA 6-6(10) 可 得 


, am 
uni Ss en Dei an nf2), 


m 
(16) ra [es *D (2) ] = ( — D) "eK * D, (2), mH, 2, 3+ 
因此 ,从 (15), 16) Rest 


(T) D,(z4-y) esiti D (y) i1) D, (2) 


m=0 


= o H (Ty-+ 1⁄4 ys m + 
eg M CM an X MU D, Qt), 
An p= 0, 这 一 式 给 出 了 D.CO 的 母 而 数 Ton Ce SEDI bt 
数 , 见 (9) 及 第 10 vel. 
Ups B NS H 
(18) ecu Ht => " D, (z). 


n=0 
如 2 为 一 鱼 整 数 , 则 D. (z) BY FBR E BOREAS An F 


(19) Don- (Gym d SO ect C [o Erfe(272)], 


Aj = —1⁄, 则 可 用 第 三 关 修 正 上 VIER AAR A 
(20) D. (2) = (er) K , (142?). 
8-3. 积分 表示 式 及 积分 式 
抛物 柱 亏 数 的 积分 表示 式 
D, (2) 
Qv 


(1) eg ET | 


D( — Voy) “9 


g^ gp Mv (1 + Rede 
Rer«0, [arg z| « m, 
934 (v1) 


(2) = étage zo | e i vp MO*v) id 十 t) Lande 
:2 — 72 0 


Rer<], jargz, «Vr, 
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-yz E 
(3) "PCS | ec? MP quer dt, Re »« 0, 
UT 0 


2 VÉ i 
(4) D,(z)= H ee f e^ "t" cos (zt — Vova)dt, Re y> — 1, 
0 


(5) | D-s,[(o/2)"*] 


mentes Po) ] | ectttexp[ — (Bat) ]dt, 
0 
Re >> 0. 
(0)  D,(z) = Hr Mer (Ai)! 
xf Pu) Cart a 9) Og V = 9) yy say ed 
-e — lr WT ro) HN 


larg2 | «Vm, vba, Wa, — Kr 
C) D,E) Da) =2 | Jural) cos (et — Vara) ema, 
0 


Rez>0, Rev>—1, 
D, (zet) D, (ze mi) 


(8 = | J, (14 Metdt Re »«0, Rez20. 
(=r) Jo 
25 o qm ; 
— . / -zi 
(9) Tl) | K, (t ) COS (zt 一 1 Lat le š dt, 
0c — Rer«l. 

1 oo 

(10) = 一 二 | (ch £)” (sh (irch exp (~ 1⁄4 z? sh t)dé 
"0 


Rer>0, largz|«lAs. 

积分 表示 式 (1), (2), (8), (4), (S) 可 以 这 样 来 证 明 , 印证 有 明 

它 个 的 右边 满足 微分 方程 8-2 (1) 并 设 定 在 z=0 处 的 正确 初始 

fü. HFC) 及 (%) 也 可 从 6-5(2), 6-5(6) 及 8-2(1) 中 遵 出 . 在 

(6) 式 中 ,积分 路 径 必 须 能 把 袖 积 式 分 子 上 TT(s) 的 极 与 其 他 两 7 
六 数 的 椰 分 陋 并 来 ;这 一 公式 是 66-1109) n8— T HERR 

积分 表示 式 (7), (8) 及 (9) HP ihid; (1935 b, 1937 a) 加 以 
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MEW, (10) Ah (1937) MAER, JK. dez v WUER 
HBC: EL 7-2(2) Be 17-2(13), 

对 于 D, SX rie tt rg, 53 Ter TAY AES 
D, 的 表示 式 见 梅 杰 (1934, 1935 a, 19380). D, 的 一 个 包含 其 他 
合流 超 比 画 数 的 积分 表示 式 角 由 梅 杰 (1941) 答 出 , 与 (7),(8),(9) 
有 关 的 一 些 结 果 , 也 可 参看 梅 杰 的 著作 (1937 b), 

SEMIS M 

(11) [| emma oes 


21-8-"/2y (BY 


B v+B+1 zk 
— HEET SUR 
Pop e +") (s ) 


2 rg? 2 “ek 
Re 3870, Rez/k>0, 


(12) J e" D_ (£) 9739 (a, c; ~ Vo pt?) dt 
0 


mí PODIO — c+ a) 
— Pla, Cl ON Sp: 
T gery POD) arhat zyj E et Lo: AER SUE 


1-p), ll— p|«i, Rec>0, Rev>2Re(c-a), 
(13) | dar D. (EB (a, c; — Vo pt?) dt 
0 
_ wt l'(3e - Var +1, eta) 
T dere E (19 +1 22)1' (a+ Lox) 
X F(a,c—15;a4-Yov; 1— p), 
ll~p}<1,Rec>14, Rev>2Re (c — a) — 1. 
(14) J Deia Dy (DJ, (z) dt 
0 


= OP (Dr Aë ia iz" le ert —v. 13; 123, Bep 一 1o, 


(15) (aru) | CED ANID (y) dy 


— ° 


= (1 — jb) Hiver 4740 D Uy (1 — Hi =], 0c Re pz, 
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qe) | man, Ty — X) dy 


- Qa Nire- tn nD D EE (AoE — 1) Ha], Re A>0, 
(17) | (vy) JS (ey )y" et D, (y)dy 

“0 

= ae D (a) Rev> 一 12， 
18) | D aey (at by?) dy 

= (Lom r (vH) tet" D al), Rer>-1, 
(19) f ea Pi D, ()di— 239T (v) cos (Lues),  BRev>o. 

0 


` oo 


(20) eH -ID (dr 


“0 
o gH actio Pu) Re yw 
Tg lap ty)’ bo 


in go into M 


(21) J. D, G6) D, (D dim 


1 1 
* [razor F Me | 
uk 下面 的 符号 , 划 Re w> Rev. 


° AER 
Her! E 
(22) I, [D,(0 Pdt =x? l'(—») 


(23) |, [D (t) dt = (2m) at, n=0, 1, 2, 


在 这 些 公 式 中 ， 了, $, J, V 分 别 代表 超 比 级 数 ， eos Ib 
数 ,第 一 类 上 只 塞 尔 夯 数 及 Y 夯 数 的 对 数 逆 数 . 

方程 (11) 从 6-11(12) 及 拉 普 拉 斯 变换 的 反 演 公式 中 推出 . 
根据 2-1(26), 2-1(2), 可 知 (11) 式 在 边 部 分 在 月 二 2 十 1 ul 
v= —2n,n—0,1,2,--- BERLIN SR EE. (12) 及 (13) 式 的 
WEB RL Erdélyi (1936), RRUA py CH 4-1 gi) LARRE D 的 更 
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一 般 公 式 货 由 Mitra (1946) 答 出 ，(14) 式 的 证 明 见 Mei jer(1938). 
要 证 明 (150, 可 将 D, 用 (3) 式 表示 , 番 换 积分 次 序 即 得 ;如 产 趋 
向 1, Hj (15) 式 右 仙 部 分 趋向 于 vU. 公式 (16) 基本 上 与 (15) 相 
同 ,公式 (17) 及 (18) 是 R. S. Varma (1936, 1937) 提出 :公式 (19) 
Hy Watson (1910) 证 明 , 公式 (20) 及 (21) 其 是 Erdélyi (1938) 
所 提出 ;如 vu, RIA (21) 式 可 得 (22) (23) 式 . 从 公式 (21) 
SUPER LATE, D), n= 0,1, 2, +++ 在 (一 oo, ceo) 上 组 成 一 正 

8-4. EZE E 


从 8-3 (6) nm EAE (Rl, Whittaker-Watson, 1927) wf F | z | 
大 的 值 及 >” 的 一 个 固定 值 ,有 


N n “ _ 1: - 
(1) D, (2) = rechts | > kr 12er — olere 


= ni ( — Logt)” 
— 340 arg z <$ 
N — Lin 1, —1 V) 
(3) ME TEE 


= ni(—lyg2%y" 
(2a) Ë 1.42 AU a» (15 + 2 F lor). , 
Qa su 12 Lee | > n Qiz2]-N-1i 
w ER ze 2 d dgz +0 [2°] | 
v/4« arg z« 5x/4. 


N —1 15 — 15 
(3) p, =m | > ( — YS 9). (ls 12%) | | za | -ye 


n0 nl(-—1!» 22%)" 


_ (x) pre gw gcn (lovin lot Loy), ja N 
"HAT ° > "oro 


一 5r/4<arg2z< —m/4. 


这 里 我 们 应 用 让 法 

(4) (@)o=1, (a),— a(a--1)--*(a--n —1), | n—1,2,8,.. 
对 于 Ir oo 及 对 于 满足 条 件 |z] «Ivi SIE fitis z, 

D,(z) 的 性 态 售 由 Schwid (1935) MUA Mate. sk 
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偷 乔 方法 (19320 为 基础 . 作为 一 个 特殊 的 情形 ,我 人 有 下 面 的 一 
^r sir, 这 里 押 提 的 形式 旦 由 齐 需 (1949) 提出 的 : 
如 |z] HAM Jarg( —7) | &To m, WRF || oo, 
(5)  D,(2)=27* exp [Lav ln (—r) — 14v — (—r)* z] [1 
十 O | °]. 


8-5. HBHD,GOERIBESSOGIURX. 
8-5-1. # 数 


M 6-12 (3) Si 得 到 一 个 x 为 正 实 数 时 的 特殊 情形 : 
SE 
REESEN EN 

DR) 名 WP Fly ap) 
A-RA ATRL YR D, (x) 的 一 个 插值 公式 ,插值 点 就 
是 非 负 的 侦 整 数 或 奇 整数 ， 用 D, (2%x) (n—0, 1,2, ) 来 表示 
的 D, (x) Du(z) 的 一 个 展开 式 售 由 Dhar(1935) 提 出 3H (1939) 
人 艰 证 明了 下 面 的 加 法 定理 : 
(2)  D,(xcost--y sin £) —exp [14 (x sin t — y cos £)?] 


A [PR 、 、 
X 之 i (tan D" D, (x) D, (y) (cos t)” 
上 式 对 é, z, y (Ifi O<t <a /4, Rev 20 正确 . 
Erdélyi (1936) 证 明 Wisa [5i 8-4(4)] 
(OI W, pC 2?) =2™ 
2-1 ( — 14 — i L 
ab PS titt un OHR] 
AP R, RRR Xn oe REGE ARBORS. EDEN 
他 情形 下 , 这 个 航 数 一 般 是 发 散 的 , 但 余 项 可 以 计 值 , 特别 是 , 如 
larg z| «Vy H. p RR, RR TERRIERE. 
从 展开 式 6-12 (6) PIF AH 3 Ee denn D, (z) 
B BE SA, KE A WE PS FEST ete D HN 
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等 函数 . 特别 是 ,我 们 有 


D,(2) = FOL fcos£, — 25x? C[(1—20/3)sin£ 
gH BMY . _ 
Lestjt  } ee (sin, — 2 Š < 


x [Ct sint - L1. - 2 0/3)eos C] bee}. 
式 中 
K=14y+l4>0, C= (Lk) z, 

RA RREME K 208, FUE Ç fN. 

与 8-2 (12) 联系 的 斯 过 姆 - 刘 稚 尔 问 题 引 出 了 有 限 区 间 (0, x) 
上 的 某 一 正 奖 丙 数 系 ， 其 中 主要 是 抛物 柱 丽 数 , 其 阶 数 形 为 
iP — (P SERO ifi TER E JUI Re Be (HBP 
D. “EADY VT 2 8 Magnus (1941); EHRT REN X HEAR 
问题 见 Ince 著作 (1944) 的 第 10 sg. 


8-5-2. KTERNAIAML 
es (1949), E del TE ERE x deed BR OX mu 


* 9 a rn d à s. .» A 4 ^» m 


e s 0 1 Oo ç â k t fxreëv.v..reëvé”x>.. —— — 9 e o * h, 2 


ético eic +g) xi 


(4) — tri f (2) — N 一 一 一 


+D,(— he) Dph iit) yr (ode 


(5) hcekis, = eria, 
7 为 绝对 可 积 的 条 件 ,在 c x oo 时 可 用 下 式 来 代替 ， en 


ME e b e a è + lepe@.e.ee.9z.eLBc€ëeeeeee LI I Lt .L a L C ÓF. s > s a $? p ç ě *+ 


(6) sesen oae DE 0172] 


这 里 “为 实数 且 19, cu cs DEE CEPTE <— + co 及 2 一 一 co 
下 可 以 不 同 )。 条 件 (6) 在 有 些 边 值 问题 中 是 需要 的 ( 见 Magnus. 
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1940). HH (4) SEN KRIEGER NT. wi rr E z 
85 458 E c UR 3 2,75 8 (4) 可 以 得 到 简化 . 
Ed (1949) f (40 应 用 于 丽 数 
f(x)—D,(hx), x0, 
f (z) = 2 < 0. 
在 形式 意义 上 [虽然 (4) 及 (6) 并 不 能 得 到 满足 ], 爱 尔 台 里 将 下 
奋 波 用 抛物 柱 华 标 表示 的 公式 是 齐 需 定理 的 一 个 特殊 情形 , 即 


(T) — ~ 2i (2x) exp [ — 14 i (E2 — 0) cos p — 19 i £m sin $] 
(tie dv (tan 1% hy” 
—14— ico sin vor | cos lo $ .( CND. (hy) 


(etn 44 )? 
sin 1$ 只 


( 昂 Exdelyi, 1941). 此 处 M (5) 式 , (7) 对 €, 7 的 一切 实数 值 
都 成 立 。 AFRIT ER T ES 2É gib Vk (P IND MG, Jeu 
(1949) 答 出 了 下 面 的 次 波 (“Sommerfeld j£") 公式 

(8) — 90 D,[A( cos V d +? sin 1 p)] Dy[h(n cos 1⁄4 $ 


| “tie dy (tanig) 
— I = IPTE 
Š sin 14 $)] MN sin vx cosl6d 


X D,( — hC) D-, (hn). 
6-15 (15) 的 一 个 特殊 情形 就 是 用 8-2 (1) naf Scr EE Ti 
波 的 表达 式 , 邹 
(9) Am H$.k(E 34m] 


Diyas BED An) | 


=|” DRL DED- aH- 19») 


xT A +r) dr 
式 中 , —1< c <0, 6, 7 HSER, Retk>O. ZA (9) 的 左边 
KRITERIEN A B GA SX nf JA etr AE PR 3E HR 
Magnus (1941). 


142 高 S gd gw KH 
RG HSL AEA y Pin: 
1 etio I 


c<0, 'arg t| <x/4, 


Lo ae cerise 
(11) Wa | po) Pan) + D,( BD] 
t-l dy 
—— 2 一 经 lA ———— 2 
drop doe) exp | a Ge 
t 
eU —1«ec«0,|larg£| <1⁄ =<, 


这 些 公 式 可 作为 D, CR EE AR EK, 6-2 (20) ]. 
8-6. FARMA 


对 于 任意 固定 值 的 公式 8-4 (1) 至 8-4 (3) 给 出 了 |z| 大 
数值 下 的 D,(z) 的 一 个 莫 状 ;如 果 > 及 * 都 是 实数 ,那么 不 喻 
8-4(2) 及 8-4(3) Agut, D(A WEICH, An v 为 实数 , 则 
D, (2) 共有 [4-1] PSE, 此 处 [十 1] 代表 小 于 > 十 1 的 最 
KERS, 如 这 样 的 正 整数 不 存在 ,那么 它 等 于 雳 .这 一 结果 可 从 
微分 方程 8-2(1) HOARE. 如 ?一 2 一 0 1, 2,…, BJ D, (2) 
TERN 个 实 需 点 REER). AT 8-200 的 解 (在 
实 轴 上 为 实数 ) 的 实 老 点 的 其 他 结果 ,由 Auluck (1941); D, (a) 
在 ”为 实数 时 的 实 需 点 的 渐 近 公式 , 见 Trioomi (1947). 


E KEE 


FAZ, a TI E. du +k? u= 0 
541321 ft [5] SH PEAR AN 82. Be Dm: de 32 
Zeimes. 在 8-7 及 8-8 和 外 中 的 公式 指出 了 那 一 种 形式 
DIS TEUER POF Hp FR By 
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8-7. 特殊 合流 超 比 方程 的 解 


在 8-1(8) 中 如 k, GA 都 是 任意 复 常 数 ， 旭 得 一 与 合流 超 比 
Fi BAS 的 微分 方程 , 不 过 ,如 天 及 和 为 实数 而 24 e, 
8-1(8) 可 简化 为 


d? .a 
D hee Be ast äech 


dé 
其 中 
(2) 2D 一 0, 1 2…' 而 +, £ 都 是 实数 . 
方程 (1) 具有 人 和解 为 


CI 

《 记 法 见 6-9 Ai). IHH FIRRA: 

(4) e HD M i y IE) =e OD M Aen sp(— HE) 

; 7 14 darf 

dep £ 代表 一 正 的 实 变数 , 且 argtid= +1⁄ m, 对 于 C00 Kl 

FEN T, p, RT 

(6) Win, sep G£) = £e if" [1--0(£71)] 

(V) W. AN) = E- e HT EOE) J. 

(3) 式 中 的 M BiB MBIA A (4), (S), (6), K (Q) 式 中 
函数 

(8) eID Mi, an (IE) eim OD M e wel — i£) 

JE £ 了 让 正 的 实数 值 ( 如 v. p 为 实数 ) 时 为 实数 . 
m p ç Wf) TARA, 16-138) dé Y Ping F de 

IRIN: 
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(9) Wage rep (EIE) = 2$ e* iT ET Me Mrr 

x eh [(v —2(1£) x ir] [1--0(179 ], 
(10) Wii, i EIE) = 25e" v" (Ev) hierher? 

X cos [Fév — 2 (16) — Am] [1--0(179) ], 
其 中 7,& 都 是 正 的 实数 . 

RAW (1937) 研究 了 |t| 及 S| 都 很 大 ,但 7/6 是 一 固定 

的 奥数 的 情形 。 千 果 是 
(11) M.j,,[/x(8sh BJ] = Qu 4-1) etis ceto (P tanh sy 


JU 
x sin [1(sh 28 +28) — (m — 4m] [1+0 (179) ] 
其 中 8, Me 都 是 正 实数 ， 
对 于 某 些 边 值 间 题 的 解 , 需 用 到 下 曾 几 个 丙 数 . 设 Ey JW 
定 的 正 实 数 , 则 存在 有 一 个 实数 序 齐 1, 2% 二 1,2,3,…, 满足 条 件 
TILT Tae H Minn plibo) = 9. | 
SE 
am LÉI Mil) 


在 (0,0) 上 正 交 ， 为 了 计算 和 给 定 Ft vus HU TRH 
(12) SIEHT, fi 3232 (1943) 给 出 了 下 而 的 公式 ， 
(13) (4) 7*9 ML, p GC) 


En, $ IC eem C Dua 
rtt io p) i 


l'(5-E1--i»p) d 


m nip WEED 


mur" 
其 中 z, C APB, 7>0, C0. THE (13) n i 
a a e? 


ar a exa 
的 类 供 公 式 ， 
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8-8. 4m EMIT USER BUDE SER E 
作为 6-15 (15) 的 一 个 推论 ,我 们 有 


Del Wel Brad: diy) < 

ik — Hi 5 dp AE dé E DA eR T FT PVC TC as 

的 表达 式 . 公式 (1) 最 先 由 米 克 斯 奈 (1933) 所 证 明 , 他 还 导出 J 
下 而 的 公式 : 
27t 

(2) Ou 

(ay) tv 


(ety)? pti 


Pl(p--1-r-2ia)P(p-4-1-— 20a) 
M -zias (E HY) 


zu Tipt! ila +t] P139 p-- 19 4-2(a — 7)] 


x Ppl 2p4- VS — il aki] P [1 2p--le—i(a—c)] 
X M isis, isp (z) M z+ iv, lon Cy) dt, 
Re r20, Rey>0, p=0, 1, 2,--- 
Ap UTE a EE SP RGAE EOS zx, 
rise eee 0947) 提出 ,他 的 结果 之 一 是 
m op M y 
G) LIES c. Bu (z+) P? ee 


PEN o) W _,, we Six )W — | (— 2ty) ds 
其 中 
z>y>0, o< +p, 
FaFa —n-- pint p4-1, —s-F16--Yo p; p+, p+1;1), 
[广义 超 比 级 数 的 定义 见 4-1 (1) ]. 
An n- p, A (3) 变 为 与 6-15(15) 等 价 ， 应 当 注 意 ， 已 风 4 是 
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一 个 初等 画 数 , 见 7-2(6). 

中 心 在 任意 一 点 的 球面 波 用 迪 转 抛物 面 页 数 来 表示 的 腥 达 式 
4 FF ASS HELE (1947) 给 出 ， 如 果 

R= ([(2—9) — Gs — vo +48 us + 4 vu 
— 86% yo yi) 5 eos», — a) ] f 

ELAN Cos yos Try Y1 Al AE TE SE BCT vo vs yum yo HW, WT SEA 
o « Vo, 有 


| cos p( y — d») 
(4) (Vo Yo Tı LM RC —2 p (2 — òo, p) BEC 
o^ ies 
x (mi) D(s--15--19pjl'(—sd-1$-4-!»p) 


X [M — sep ( 7 29v) WD pl 239 Ws, yp — Ro) 
x W, us ( — iy) | ds 
其 中 0, = 1, 0,4, —0 An p 0. 
对 于 平面 波 APR LE (1947) 答 出 了 一 个 级 数 及 积分 表示 式 
的 混合 公式 
(5) exp e — y) cos 0 4-2 N “sin 0 cos ó ] 


jp 
NET sin 0 > = P^ cos (pẹ) 
aT É co 
Xr! P(s-+lotVeop)P(—s+lo+1 op) 


X (tan 19 0)?* Ms, | (— 20a) My, pl — 2:y)ds. 
XP FART EU SCR MEI, 在 最 
T (1) 式 的 公式 为 
eon 


(6) = SC 2, ( 


-DW 1-14, 0 ( ix) 


x W aas, af UT Ziy). 
MR SY BARA i Buchholz (1943, 1947, 1948, 1949). 
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9-1. 5| Æ 


在 应 用 数学 中 , 有 很 多 西数 可 以 用 下 面 的 不 完全 Y MAKR 
IR, 


£ 
(1) y(a,z) = | ent t2-1 dt, Re «0, 
0 


(2) SCHEI - t2-1dt se '(a) — Y (a, x), 


而 它们 本 身 , 双 与 合流 超 比 面 数 6(a c; z) J& V (a, e; z) 在 a=1 
的 特殊 情形 密切 相关 .从 6-5(1), 6-5(2) 及 6-5 (6), 有 
(3  ?(a,x)-a^!z*e-*O(1,1--a; x) —a^iz*Ó(a,1--a; x), 
(4) T(o,r)-z*e-*W(l|l--a;x)—e^7*W(1—o,l—ao;zx). 
34 a=1 时 ,合流 超 比 方程 6-1(%) 具有 初等 解 
et ri-* 

BM, AEA I PY ait aa APR Bit Rë Jp H, 满足 简单 的 一 队 
微 法 方程 ， 

有 许多 地 方 以 条 用 下 面 稍 钥 修 正 的 责 数 作为 菇 本 出 数 较 为 方 
便 ， 


(5) Y* (aa) = Fi 5 et vr dt, 
ann ,1 +a; z) = Fils D(a, 1 +a; — x) 


HAERE a 及 z KERRE, 而 HÆ a 及 x 的 实 值 下 是 
ES. 

“PR BE RAB np ELSE MEER EIERN 
RY BARA EE BRAY RED PRE BAT 20 5) LEE ASS EI 
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推广 。 ERR AEA SS, 我 们 这 里 所 用 的 记 法 将 在 
讨论 这 些 函 数 的 专 凶 中 说 明 . 


不 完全 7 函数 
9-2. 定义 和 基本 性 质 


不 完全 Y 画 数 首先 由 蔓 上 特 就 实 的 c 加 以 研究 (1811, 第 一 
48, p. 339-343 及 以 后 的 著作 ) 。 普 菜 姆 〈187 六 发现 了 下 面 的 分 
解 式 
(1)  P(a)-Y(a,z) --T (a, z), 
Ta hy ERI k EUER (EA P K 代表) nguoi EN 
SS. 

AHHA Leit Dau, eA atte rh Eg Im 
所 用 的 一 种 以外 ,是 天 女 物 理学 上 及 核 子 物 理学 中 所 用 的 记 法 , 那 就 
是 


E, (z) =| ew u” duz xn 1r (1— n, x). 


AA) AP PIOS PAYA BF Plac- 
zek (1946), Le Caine (1948) J£ Busbridge (1950). 

关于 不 完全 Y PARC dE HL RZ %C HK Ru Nielsen(1906a, 
主要 在 第 19 章 及 1906 5). 比较 新 的 理论 卸 Böhmer (1939). 

习惯 上 ,常用 第 二 类 不 完全 欧 拉 积 分 9-1 (1) 及 9-1 (2) 来 定 
MATER Y ME, 不 过 , 为 了 避免 9-1(1) 在 Re a<0 时 所 发 生 
的 收 伊 性 上 的 困难 起 见 ,我们 灯 用 9-1 (3) 及 9-1 (4) 作为 不 完全 
Y 夯 数 的 定义 , 而 c^ K AS 6 章 的 约定 唯一 地 定义 ,不管 
记 法 怎样 ,公式 9-100 公认 为 是 勒 上 特 所 提出 。7Y* (a, z) 回 时 是 
a A WH TH (a, x) fE G= 0, —1, 一 2,… 时 本 身 不 后 布 
EX. VE Pla, x) 是 a SE UR TR EE Y < 为 整数 的 
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情形 以 外 , 宅 是 N T BAR, TE z= 0 处 其 有 一 枝 点 ， 
IR HER JS 
(93) Yla, x) =a (œ, x) — x*e7* 
(3 (etl, 2) =al"(a, z) + 2% e7%, 
TE SCV FA LAE ar PT ASS A SE BRA ADD 积分 后 
ài. EPEA ram Be BY 03— PE X, 
PIAL e JEn CHESTS: 


qe th (=): yarn 


(4) Mio z) =e SÉ ON 


n+1 n=0 n! [CENE 


(5) Pia, eieiei Y LE, 


A n! atn 
hät PEPÉMrIas0,—1,—2-- 都 正确 , 且 
(a) =1, (a) — ED — (abl) + (aHa) 


P (a) 
n=], 2,- 
又 以 x ERRER REIF AH: 
1— 
ei Pa z) cae S ZS soci] 
Le |o, SE M =1,2,--- 
(T) Y (a, z) zs D (a) 一 vier > (1— +]. 
"SAS ber AX Pk t Mog XC, sepan 下 面 的 微分 公式 
(8) dY e 2) _ dr (e x) 


= perl ex, 


n 


d 
(9) "IT 


(10) 


to, zy ]=(—"(1—a), ei Y(a—m, x), 


d” 


11 
A) — 


(cs la, 2) ] = ( —)"* x7*7^ Pla+n, x), 
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. (42) 15 T te P (a, 2) ] = (— )'1—o),e'l'(a—n, x), 


对 于 后 面 的 四 个 公式 , n=0, 1, 2,0 
下 而 是 勒 上 特 所 潭 出 的 加 分 式 展开 式 


oe" ae 


(13) Pio, x)= 


ER JA (3) 式 推出 。 另外 的 连 分 式 公 由 许 党 米 耳 (1871) Rm an 
3 (1882) 得 出 . 

只 要 o 是 一 - 正 整 数 , AED (a, o; z) K V (a, e; x) 
可 以 用 不 完全 Y 夯 数 来 表示 如 ` 


(14) O(n-r1,a-F1; x)= Si x [e* z^7* Y (a,x) ] 


n —0, 1, 2,--- 
(15) V(n--1, and 
1 
Th! (1—a), T n 
上 而 的 第 一 个 公式 在 o 为 抽 整 数 时 没有 意义 , 但 在 a BE F— f 
整数 之 前 如 除 以 了 (a 十 1) 则 仍 可 有 意义 ， 第 二 个 公式 在 a 为 正 
NBC AA AGE X, 


Tei x*-7* Pa, x)] n —0,1,2,... 


9-2-1. 整数 a 的 情形 
在 本 季 中 
(16) en (z) = > T n —0, 1, 2.... 


AUER BM, E, (x) 是 9-2 凶 所 定义 的 积分 ， 我 们 有 
(17) YA+na)=n![1-e"e,{x)], 
(18) DP(1-4m,z)-n!e-^'e,(c) 
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(19 PA — n, x)= Eple). 
重复 作 分 部 积分 ,我们 还 可 待 


a» Pm 2-5 [ne-e E cras] 


n! 


n=], 2, 3, 

EAB Y (a, z) 在 a= — ^ NFPA ALE 9-1(5) 有 
(91) ¥*¥(—n, x) =a", 

应 当 指 出 , 对 于 正 整 数 a 及 整数 c, SHERI O(a, c; z) 
K V (a, c; 2) 可 用 这 里 所 讨论 的 画 数 来 表示 .对 于 ,在 
a=l+n K c= 2, 3 时 ,这 种 表示 式 可 从 (14) 式 得 出 ,对 于 其 
他 效 数 的 c, 应 以 T(c 十 1) BR (14) 式 , HE c #5 53] FRA 
前 ,将 (14) 式 用 Y* RR. XFF V, fga-i-n &c-1,0,—1, 
一 2 时 我 们 有 (15) 及 9). 02, 3,… 的 情形 可 借 6-5 (6) 
而 转化 成 前 面 的 一 种 情形 . 

当 a 非常 接近 于 一 些 数 时 ,我 们 可 以 计算 不 完全 Y WRF 
o 的 导数 在 o 为 整数 时 的 值 而 得 到 很 有 用 的 不 完全 7 UH 3 BS E 
UR. DADRA RANK 9-1(5), 可 证 
(22) E s = —lnz— E, (x), 
HARRER R TIERA. 

9-3. 稿 分 表示 式 及 积分 公式 


基础 积分 表示 式 是 第 二 类 不 完全 欧 拉 积 分 式 9-1(1) 及 9-1(%) 

其 中 第 一 式 在 Re a<0 pgs. 它 可 用 下 面 的 迎 线 积分 来 代 
ZS: 

(04) 
(1) ¥(a, x) = — (2t sin ra)! Wi EES 

i 
Ub Ab, FERS REL, —m«arg (一 妇科 dz 任意 由 #0, o 不 
为 整数 。 Dein — u= cos 0-+-¿ sin 0, — z< 0m 作为 积分 路 
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At^ AER ` 
(2) Ya, x) = 2% ose ma, 


对 于 Read, «<0, — ^ SA FAN HIA 6-11 (13) pH. 
对 于 T (a, ei, ENEE A eA Ch 971(2) 及 


(3) fie 2) ^15 1 — 


se 6-5 (2) 应 用 于 9-1(4) 式 的 后 面 一 个 V^ pix EEN TT ARIE Esk, 
Zi Lk 9-2 (13) 是 (3) AH. 


e* *95? cos (af) + a: sin 0) dO. 


其 他 的 积分 表示 式 是 

(4) Y(a, z) =a jy e^! 2017 [2 (at)*] dé, Rea>0. 

(5 T(a, a) = Raha e eit se K [2(xt)f1dt Rea<l 
U^ PAS J, ` 


(60 | P(2—22o)l(a, —tx)P (a, iv) 
oo = 1 i 
= = gota | P, |1, 一 &; — 
d e l Et - 2 ( l6; 3 G; na) 


1 13 _ £ 
dE " i 
Re a«1, Re t0, 
(6) 式 是 Tricomi (1950 a) Pri, 


JU T FRE AN ASE 


(7) F est (8-1 y (a, z)dt = cd 


x P, (1, a+ 8; a -1; ix i75) Re(a+ B) 0, Res 0, 


T —s 48-1 EN P(a+B) 
(8) “ etd kuskas 


P(t, a+ Bs B+ c =) 


Re 8>0, Re(a+ 8) 20, Re s> —1⁄, 


Si AGER Y ERR 155 
(9) | e7*! Y (a, t?)dt = 21-* (2x)s71 em D. (2-4 8) 
I Rea —1⁄4, a4-0, Re s>0, 
1 
(10) Flajs’ | e77 ja-871 y (B. z — xt) dt 
0 


—l(By'(a-—pB)Y(a, x), Re a2» Re 87 —1, aß #0, 
4E (7) 中 的 B=1 或 (8) 中 的 a=1 时 , (7) (8) HARE CR 
ft ASE BG; Æ (9) 式 中 , DIE, [EAR (9) 至 
(9) SURAT AAA, Ho REA Nielsen (1906, b, c), Le 
Caine (1948), Busbridge (1950). 


9-4. # 数 


器 航 数 及 连 分 式 展 开 式 已 在 9-2 Bi Ent, FE 9-3(3) 中 应 
IDEA 


1 _ a (--t)a ` 
dä meme 
则 得 反 阶乘 积 展开 式 
Z (a)n 
其 中 


1 = 
n= Ai | et t= — t) dt- (—)^ 


| " 
XTA | e! me (a 
从 9-1 (1), 可 得 
y - 
Y (a, z+) — Y (a, z) = e* ae! | e7" H + 
An |y| < |<], 我 们 可 将 (1947/2) ^! 展开 为 二 项 式 级 数 , 逐 项 积 
分 并 应 用 9-107) ， 这 样 我 们 就 可 得 到 部 尔 孙 展 开 式 
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(2) Pla, az) —l(a, x+y) — Y(a, x+y) — (a,x) 


= ET gel > (1—a@),(—2) *Ll1—e%e,fy)], nie cl, 
n=0 


上 式 在 数值 计算 .上 很 有 用 . 

不 完全 7 画 数 出 现在 很 多 级 数 展 开 式 中 ， 基 中 有 很 多 可 以 经 
选 定 第 6 章 中 展开 式 的 参数 而 得 出 ,这 里 不 一 一 列 出 .值得 注意 
的 是 在 1 一 0,.a= 一 1 BF, 6-12(7) 中 的 系数 可 以 用 虎尾 指数 级 数 
来 表示 ; 6-12(6) 变 成 


(3)  Y(a, z) =T (aye tra > e (— Dr" DP, (22), 
n=0 


对 于 所 有 的 2350, 只 要 a RAR MRR, 在 展开 式 6-12 
(11) 中 ,系数 可 用 拉 甘 尔 多 项 式 来 表示 . 

du x Ry HER, H ovy. W 
(4) T(a, z)Y (a y) e t (zy)* 


t 


oo onal oo (a) (a 
L GET Gan OM). 
24 y0 Bp, ik— J& JE oN RE 7S 


M MC 
(5 D(a, x) = e" z“ È at 
ES V 夯 数 展 为 拉 甘 尔 多 项 式 航 数 的 展开 式 6-12 5) 在 4 一 工 的 
特殊 情形 一 致 . 
其 他 展开 式 见 Nielsen (1906, 82 及 83 Ei). 


T0 


9-5. MEERA 


34 aoo, v=0 (|a|) Wr, 9-2(4) 的 第 一 般 数 是 一 渐 近 展开 
AR; veo, a=o(|a| JHA 9-2(6). m c Ka 在 大 小 -上 有 有 
相同 的 附 , 出 可 从 6—13 (17) 式 得 一 展开 式 , 但 一 般 却 不 容易 求 得 
这 一 左 开 式 的 一 般 形式 , RANDE SEHE XX BOTE a Kr 同时 
增 大 时 渐 近 地 表示 Yo c) RE. 当 v katl XC TMS, 更 
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BROWSE, 4 aoo K z—a--i-ro(|a|) 时 , 情 还 相当 复 什 、 
特 列 柯 米 (1950 0) HRT I~ A RAPED APE. eS 


d) o 
并 根据 z 是 小 或 大 而 分 成 二 种 情形 . 

如 z 一 0，|arg z| «32/4, REH TOL Lo, x) 可 以 
OBL > L (a) nl (x —a)-171 
— AML 
learn} = Le) 


是 a 的 某 一 [212] 次 多 项 式 . xxi Ario Kab er h E SE SERERE 
(Tricomi, 1951). 竺 别 是 ， 我 们 有 


(4) rapa a 


— a 


di CET aj FO ei 


dn zoo, (4x Ka "m" RIMAIRE Rea CR et 
而 分 为 二 种 情形 。 在 后 而 一 种 情形 下 , 特 刘 柯 米 应 用 直射 的 两 数 
(5) ig, #) =P (a)x* Y*(a, — z) x0. 
于 是 ,在 a 一 十 ce X y 为 有 界 时 ,他 得 到 
(6)  Y[1--o, a+ (20) y] . 
=r (14a) [e -+a Erf (y) +0(a-*)], 
(7) T(a)Yi[l—a, a+2(2a)y] 
= — x cin (az) +z rfi (y) 4-O(a^4). 
对 于 an, 我 们 有 
(8)  e,[n+ (20) y] 
- exp[? + (2n) y] [1S — x7** Erf (y) 4-O(n-5)]. 
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还 可 参看 Furch (1939) 及 Blanch 在 Placzek (1946) 3E HT 


9-6. FARBER 


关于 实数 a 及 zx E Aube uj JA 6-16 季 的 结果 中 进出 。 从 
此 可 知 (a, z) WS E POS 2029: 
(i) 如 a0, METRE (HR z = 0 以 外 ) 
(ii) an 1—2n«a «2 —2n, (n=1, 2, 3,---) EA KN 
a" WNBA SEAR 
(ii) 如 —2n<a<1—2n, n=l 2,--«, DUT AA v 及 
ER a. | 

UE Hy 4 的 夯 数 时 的 一 般 性 态 可 从 六 d vs EE ER Hd 
(159 H) ki. 

在 大 的 a 情形 F, DIE OR TES, E PAT OK (1950 6) ok 
4; TERES : 

(L)  x'—--(1—a)[1-- 2(1 —a) ya) --0(|a|7)]. 
T l-4-7(—2azc/2)'* 

Q) ate a un 

+O[|a| 1 (In a] )?]. 

这 里 y* (o) 是 方程 

(3) Erf (y) = (2/2) ctn (ay) 

的 唯一 正 根 ,是 7 = 0.278463... 是 方程 

(4) 1+2+Inz=0 

的 唯一 正 根 . 

如 o>O Renn, D Y (a, 2) 在 2>0 时 斯 然 是 z (S YL 38384 
RC HERE v (H OH co Ip OUP Pa). WAREN, 对 于 
四 定 的 22-0, HRC T (a, x) /P (a) FE a> 时 是 o WOM LU Be, 
AEE a, xz 2] 1093848 de erp SER Y Bac er dad ZU DK MES ix 


Sie RAS y Waw 5 X B 8 159 
(1951), (aie 


(5 Tla, 2) =a e a G(a, x) axi, z>0. 
(6)  Y,(a, v) —a le* a* g (G, x) a>0, a< 0. 
(7)  Y*(—a, -z)=T(a+l)e’kla, m) oz, zt 
JE REDI HEART 4g d Wd 


eG OG 29, Eis 
"vc ` SA 2) 
au 24 S Ox <0, 2a 20, |k|S1, 


— nol, JJ [ki s Ve, BEM, EHE c Dä Ern KARO a1 
Bp EUTT— TB Bie] 24 a 之 1 WII T MEATUS]. 


4 


VN 
US 
HIN 
SC 
> 

— J / 
NVLE 
ALL 


1 
Wi 
UC 
S 


J 

i 
E 
B 
iu 


J 
y 


4* (a, x) Wy HER 


180 EOS o Roo 数 
fa ERES) CL 159 ED REF ZI) pf OK BY 3E HE, E S >š dil R 


7* (a, x) = const. 


特殊 不 完全 Y PBL 
9-7. 指数 积分 及 对 数 积分 
我 们 要 讨 答 的 主要 画 数 是 : 
O) Bue Eil — gti di = P (0,2) versi Le? 


(2) at e tdi a>0. 


dt 
In 


à) ile) =] 
0 
在 (2) 式 中 ,积分 是 柯 西 主 值 ,部 当 20 时 是 


iim (f f + |.) e>0; 
3k— I CCE SE HER EE (p. 2) pi Eile). 在 (1) (2) 
RETE den A äu F 693: RR 
(4)  — E,(xe*'*) = E*(x) X ix x>0. 
下 面 的 以 及 其 他 的 一 些 公式 ,都 可 以 从 本 章 开头 部 分 的 结果 
mr a0 而 得 出 : 


(5) Hi(—-2)= y+inet Y | — 2)" 


be nin 


jj; ^E (In x)= — E,( —In 2). 


=7+inz -er (14-1 iy beset dfn) = 
(60 E*(2)=Y¥+Ina+ Y "T 
Arp Y d 1-7-2 — 
() Bisi aie KE , role] 


E z|—oo, — In /2 «arg v«3z/2, M —]1, PEE 
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" MELLE u 
( B*(w)=arte Y Z +o 
m-o © 
UFO, v0, M —1, PED 


d^ Ei ( 一 - 
(9) 2) ein —1) leee, a (z), n=], 2, 


(10) el =e? Ei ( — -«)+ X CIT m ,n=1,2,... 


oo | P s 
(11) | et Ri ( — t) dt = - Bü a: (1,8:8-+1; i) 


Re 870, Re s» — 1. 
些 公式 之 外 ,还 有 雷 皮 积分 式 
sin(xt) 1 


(12) | EL E,(ax) --e7** E*(ax)] 


Q0, z>0. 


t cos (at) 
a? 4- t? 


(13) f dt — V [e** E,(ax) —e-** E*(ax)] 
Q0, x20. 
这 二 公式 都 可 从 (1) 及 (2) 中 遵 出 , 且 


(14) | (b4) e dt =e E,[ (a +b)c], Re c0, 
(15) ] ez ln tdt =! E,(2z) Re x>0, 
1 


(16) | e E (€) dt —a7 (I (a, z) — z Ey(a)], 
Í Re z>0, azE0. 
其 他 的 公式 见 Nielsen (1906, 主要 是 第 2 及 第 4 章 ) Le Caine 
(1948), Busbridge (1950). 
从 9-4(5), 可 得 
(T) Ex) —e* Y) A x>0. 


n= 


IM 9-4(2) , 有 
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(18) Ey(a+y) = E, (z) +e" > n! (=a) [1e Ye,(y)] 


(ul <2]. 
D (z) 的 公式 可 从 E (z) 的 公式 中 进出 . 
FECL d PUERTA NEE EE E 
ES, Sinn — 4 PIX 


f e*wldt, Hr u= (ad +1). 
这 一 式 及 有 关 夯 数 可 参看 Harvard University (1949 b). 
9-8. 正弦 及 余弦 稿 分 
近代 表 上 所 用 的 定义 是 


zsint 1 
(1) si w= | T di= 5. [Bi (ix) -Ei(-ia)] 


x int 
(2) Si v= | DU dicssa 
0 
wu t 1 
(3) Cia =| — dt=, [Ei (z) +Ei(-ia)]. 


(4) Hi(tia)=Ciatisiz 
此 处 -+¿= exp (+1⁄ im). 前 尔 孙 (1906) 所 用 的 定义 中 ，si 与 这 
里 的 相同 ,但 以 ci (UE T xx «Bag Ci. 有 些 作者 定义 Ci, Si HAR 
同 . 

Sir 及 six 都 是 nimm, 
(5  Si(—2)-— —BSi(a), si( — 2) — =r — si z. 
Ci x 是 一 多 值 男 数 ,在 zz 一 0 处 有 只 有 一 对 数 支点 .不 过 


z 1 —cost 


(6) Ciz=Y-+lna- | dt, 
2 04 


办 此 Ci z-—lnz Kr WIRI. dei. mm 
(7) Ci(ae*t = Ci rim, |o $0. 


第 九 音 不 完全 ? 画 数 及 有 关 图 数 163 
下 面 的 一 些 公 式 , 以 及 还 有 很 多 其 他 公式 ,都 可 从 定义 中 直接 
得 出 ,或 者 可 从 本 章 前 部 的 结论 ! 出 : 
_ )? anti 


(8 | Siv-l$mcd-sic =} di ED ane’ 


_ = Li (We 
(9) Oi v — Y --In z+ > 2. an)! I Tan) 


(10) nl EE 


m=1 
NS 1 m | 
+sin dk TEE 

an 
—mc«arg z« z, M, N=1, 2, Ans 


N-1 E 
(11) Oi æ= eos | = Pus di uM 


m=1 
map Y am! BI? 
NT MD gH d 
— Ee at v«m, M, N =1, een 
l,, 
(19) | e e=! Ci (f) dt e — = In (1--s*) Re s>0, 
ett si f l an- 
(13) fe si (dt = — tan 8, Re $0, 
(14) [ve e= t- In(1-+e2)dt=[Ci(s) P+ [si(s) ], Re s>0, 
(15) 1 sin vsi a de= | “cosa Cisde= -T 


(16) r si x Ciz dz = —In 2, 
Ü 


| (si v)'da- | (Ci a)! du La 
0 0 2 


其 他 的 公式 可 看 贿 Nielsen (1906 b, 主要 是 第 4 章 ) 
有 时 还 用 下 面 的 记 浅 
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. M dt m 
(17) Shi «= Í sh # = — i Si (ix), 
dÉ 


t cht-1 
(18) Chi xz 一 Y 十 lnz 十 | — d=Ci(ix) — 14 im. 
Jo 站 


下 面 的 推广 
r... dé ra 
(19) | sin u n u = (a + 2) 8 
XK: Hob OS (EL HER do, EE d pk (Harvard University, 19494), 


9-9. ZG SG Sr 
这 一 类 中 的 主要 两 数 是 


z 
() Erfa=| e dt=19 YO EES 


H 


ve" 中 ( 34; x?) 
(2) Erfe z=| oe-rdt— Vo a — Erf a 
£ 
= 7 a?) = 1 e” V (o, 143 a*). 
G) Erfiz= ~i Erf ix) e e” dt=2ð (1, 945 2%), 
0 


+T 


(4 H(z)=2x—⁄ | e^" di — 2x7 Erf xz —1 — 275 Erf a. 
d 


G) a) Qj» | l e-i di = 207% Erf (9-1 x). 
COU = 7 Pd CR CSS TAE pne Al, (OA h fimi (1799) Jos 
EAE NS, AAN. VC (4) 在 数值 工作 中 常用 ,而 
(5) AUA HER EP. PEREHI k. 

Bi" IA AE 3303 Es Erf x 及 Erfi z c 928 15458. 
PA aT SASK, EAA nf BA E HEN, MA SEDI Bj 
ASR VE Ga: 


(6) 
(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 
(16) 


(17) 
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CY pH © gant 


Erf a= Y. nt (an 41) = e 


n=0 


n =0 87), 


pent Ae 一 


TERN eT 
Erfi z= > ain x ` s 


Erfe z= lieb K ( Tale O 2M—1 
TIC U= 7/9 € > qul +o(le ) 


m=0 


Rex >0, >00, Melde 


7 
Erfi s= — Vo ia lo e? P > ie +0(jaj 7 d 


m=0 


z>0, >, M=1,2,:-- 


- b+ 
| e viol di =a! exp (5 i Erfe (= ) Rea>0O, 
0 4a? 2a 


- s? 8 
ny TT: = -l avni " E f __ 
| Erf (ot leit di = s71 exp (es) rfo (5) 


iarg al «A, a, Re s>0. 


| Erf (at) e7*! dt = Vo (am) sa + 8)- 5, 


Res>0, Re(a +s) >0, 
| Erfe(at®)e* dt = 1, a 871 ea 
0 
larg a| <1⁄ z, Re s>0. 


Erfi(atye- ®t- q | = 51 i i 

1 rs £ = — E ) 

N rfi (at)e 4a exp (s ;) i(- da? 
Res>0,jarga <T. 


1 dt 
| er — sme [14 z — (Erf a)?], Rea>0, 
9 


x 
| Erf t dt = x Erf x — V3(1— e), 
0 


d"*! Erf x 
deu OM, (me), n=0, 1, 2, 


这 里 H, 是 第 10 RREK EIC. 
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HR Mäin F: 
(18) Ert [C 4-9) '*] 


ZEN emt AN, In Yat, y) 
= Erf (a$) + 31H 之 【一 也” 五 一 一 了 一- 


9.4...| 21) a 


BEIFAHRER VRAC RC C1 ricomi, 1951) 4r P: 


(19) Erf(xj—!5(nzv)'e-" > e, (— Dae" L, a, (20), 


n=0 


(20) Erf(a) = (tm) D (— 1)?! I, (a), 
n=0 


(21) Erfi (2'4) = (16 a) P ( — 1) 00 Ipp (a? 


n=0 ° 
这 些 展开 式 中 的 第 一 个 是 974 (3) 的 一 特殊 情形 。 Ro at 
拉 泗 拉 斯 变换 求证 明 ， 
AGE TRE Re ie CAL Rosser(1948) 所 提出 的 ,他 把 只 
积分 
e y 
(22) | e HN dy | e>” da, n —1,2,--- 
“0 Je . 
作为 复 变 数 p. 2 TBE TT ole, 并 讨论 了 其 他 有 关 的 村 分. ER 
FELH RUMI FER Tl Hartree (1936) 研究 过 ,他 命 


(23) i*erfevr—2z 'Erfo z, i^ erfo r= | i"71 erfe t dt. 
“£ 


9-10. 弗 列 司 秽 耳 积分 及 其 推广 
a ad NI 
C(x) = (ai [ t cost dt, 
"0 
S (a) = (2m) | | (75 sin £ df. 
0 


我 们 将 研究 Böhmer (19590 We Jr far BR Ef 
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PRY E AL 


(1) Cla, a) =| (^^! cos t dt 


z 


— Vo e ita I (a, ix) 4-16 et mal (a, — ix), 


à) S(ma-[ ai sin t dt 
z 


— 0 piftta 一 了 — Kira * . 
= e I'(a, — ix) ER e I (a, tx) 


FFERI HŽ, ER (1946) 研究 过 ， 很 明 题 ,有 
(3) Tarr) 一 era (C(x, a) — +Š (z, a)]. 
DEG ZER EA 
MT 
(4) C(x) = (2/m)% | eos (P) dt = 15 — (Sei C (z, 14) 
Jo 
= (2m) ^4 [e Erf (e*Hi* sie) 十 ein Erf eiis 4) ] 
MI 
(9) Sisi Qm) sim de= tg — Qa) 7 S (e, 14) 
0 
=¿(2m) “£ [eiT Erf (eiT g) 一 erix Erf (o7 7 95] 
大 体 上 还 有 下 面 一 些 公 式 : 
E" | - ( _ )"g 2m4a 
(6) C(x, a) = (a) cos (16 a) 一 x Qm)! ($m Loi , 


u . °° ( — )^ q2mtita 
Q) S(x, a) =T (a) sin (yg ar) — > (Q2m+1)! (2m ---1 + a) 
(8 C(za)-—a"[P(r)sin z+ Q (a) cos z], 


(9) S(m,a)—=28%[ P(a) cosx— Q(x) sin z], 


BAL 
M—1 —3^(1—8& n | 
mm Pe X V Cuma O" oua pner) 
Mf Vm _ 
Q(x) = > \ ) (i - Alom- OC! a 1237) 
MM 


m=1 hi 


X-—o00, — Tare <, M= l, PLE 
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CO 


(11) J ent C (t, ajdt =s71 T (a) [cos (Và am) — 14 (s +)" 
0 
—lo6(s—i)-*] Res>0, —1«Rea. 
(12) | e^"! S (t, a) dt s T (a)[sin (15 am) — 1g t(s--i)™ 
0 
+167 (s—-t)7*] Res>0, —1<Rea, 


Oo 


(13) |, 14-1 C (t, ajdt — B7! D (a-4- B) cos [Yo (a+ B)s] 

Re 870, Oc Re (a-- 8B) «1, 
(14) N 18-1 8 (1, ajdt = BAI (a+ B) sin [13 (a+ B) a] 

Re 870, 0<Re (a+) <1, 
(15) C(x) =J (t) tra) Ja) bees 
(16) Sa) Isla) Ha) Jug Qe) t. 

[C (2, a) P + [S (z, a) J? 
的 一 个 积分 表示 式 可 从 9-3(6) CR, 
对 于 固定 的 a, O<a<l, 由 参数 方程 

(17) €=C(t, a), Nn=8 (t, a) t>0 
BRIEF, bh Böhmer (1939) 研究 过 ,在 a— 15 W,’E 
变 为 一 Cornu $E, 值得 注意 的 是 这 一 螺 线 具有 一 简单 的 wt 
方程 
(18) p= (oss 
此 外 5 HEEF, s 为 弧 长 ， 


$ * X RR 
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GE EXA-A 


有 关 正 变 多 项 式 方面 的 标准 书籍 是 Szeg5(1939) 的 著作 ,对 于 
这 一 本 书 , 我 们 今后 要 常常 提 到 ,Shohat, Hille A Walsh(1940) 
烈 出 了 一 个 到 1938 435 Ef XE St 我 们 日 前 这 一 章 员 然 只 计 
论 正 交 多 项 式 ,但 在 开头 的 时 候 , 我 们 需要 研究 一 下 过 一 般 的 正 交 
VOR. 关于 正 交 图 数 系 方 面 更 进一步 的 论述 ,可 参看 Kaczmarz 
KE Steinhaus(1935), Tricomi (1948) 及 Vitali 与 Sansone(1946) 
WAE. 


10-1. EZEHR 
和 给 定 一 个 区 间 〈o, 0) ET FE AS BC IK wiel, 我 们 可 有 标 
积 
Ta ` b 
OQ) (@s@ə=| w(x) pa) Pe) de, 
这 对 所 有 面 数 9 只 要 wtp 在 (a, D) LECH, AAEN. 更 
一 般 地 说 ,一 个 标 积 可 坊 用 下 而 的 斯 第 母 吉 司 积分 水 定 义 
A 
(2) (Pr Pa) =| Pi) pa (x) da (z), 
这 里 a (2)39 JERES, m a (2) AER IA w (z) =a' (z), 
(2) 式 即 转 化 为 (1) 式 . 另 一 方面 ,如 ale) 29 — BERE V, HRS Y TE 
a= x, 处 有 和 值 wi; 的 跳 跟 外 都 是 常数 ,那么 (2) 化 为 和 
(3) (p192) = > wi Py (Zi) 93 (21). 
这 可 当 作 是 一 -个 离散 变数 的 罚 数 的 定义 . 
土 面 定义 中 所 扣 的 是 一 个 实 变 数 的 实 泵 数 ,在 本 剖 中 ,我 们 将 
只 限于 这 -情形 . 如果 所 论 画 数 是 复数 值 画 数 , 或 者 积分 区 域 不 
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BCH En DC Ht de D pagg Pr 5 ENTIT ETIR Se jg X 
F, G(x) RL Hodie da ri dei bp, 

Ee As if 89 JU i RC ir FR RS SZ (3) LA, RITA 
SKS SL (1), H H JRP isa wo) AL EAP Fan Cup, 
可 积 的 . FL, wm, Zeg IL ës Dir BS SpA ONE TE 
的 定义 式 (2), 因而 也 是 定义 式 (3) Ap XEM. 

VÀ ^r VC, Au DC nt REA RR E dH BE sen, 一 
ee m R^ PIER tres derre FREUE TE (a, b) E ty CER 
w(x) [或 与 分 布 曾 数 a (x) ] 满 是 条 件 (91, 03) — 0, 则 称 这 一 - 族 岗 
数 为 区 间 (a, b) EM EZH R. Ir PZA A rëm A 
uJ CAS} BSG , AME — T ERFREUT RT SCHE 


限 多 的 元 素 . MERS BT E 885—713 Et vx, dit Dt PJ PF 
AJ, Po (£) s Pı (x) un “或 EH (x) } 5 MESSEN FR: 
(4) Ou Pr) =0 hak. 


我 们 将 假设 Je, ich Pen OH EI FR RENT Pr I 
h, (Pr Pr) BLR TEN, Ft. RR MER PIE SER FE HRT 
Af pA ge i AE EE TREO J, ha iZ , An PASSER 
(5) HPA) tei) He Regu (z) 一 0 
1E (a, b) XI]. EIL FREE Ab esr, BRIE 0, =c, = --- =, = 0. [与 
pile) (h o0, 1, +++, k) 组 成 标 积 ] . 

HER (o, (2) } 组 成 一 规格 化 正 交 系 ,是 指 它 满足 下 面 的 条 


件 : | 
0, ZW hk, 
(60 ` as @%)= » ^ "m 
Aij — ^ ESCH BORA nl PLU LEE fO, FUE EA (Pr Pr) p, (z) 代 
Pal) Di ml. 
FEIERN Gu c) — 1 3-20] 16, (22 CHBR e ME DE". arf 
TUAE 2 OS SEE Ze, EHE 2 X: haba (2) 正 交 化 .例如 ,如 可 
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循序 分 
(T) Pott) — (c), 

92) = Pag Pola) dn), 

gu (2) = Png EHRE) he pT) HPE). 
Hirt 
(8) Mam == — (Bar Pm) / (Pm Pm) s m=0, 1,.…, n=l, 
期 (0, (2) E TES — IER. 

或 者 ,我 们 可 分 
(9) @,() = Anta (T) + A nb n) + Hub n); Man #9. 
而 后 确定 各 个 A 使 (0.00 } 成 为 正 变 系 ， 一 个 可 能 的 确定 十 
(Wor Wo) Qoa) n Dh Yn) 


(di, Jio) Oh, Va) t (das By) 
(0) die! eee mem eme 
(uci ai a-is Ua) rtt Quan Wa) 
hy (x) V.C) UNE) | 
WR, (dla 是 一 正安 系 , 因为 (10) a) (z), ees h, (2) 
ER, N, DO men 的 -pmn(?) 正 交 ， 此 外 , 任 一 形 如 (9) 式 的 
EZRA {pn (x) 1} 的 常数 倍数 ， 
Fa VER (9) 规格 化 ,我 们 引用 格 命 行 刘 式 Go "ERE bus (2) 
的 表达 式 (10) HE 的 余 因 了 于. G, 也 是 Eo +> €, 的 正 有 限 
二 次 型 
[ram + + Ei ewe) dz 
的 特别 式 , 因此 也 是 正 的 ， 我 们 再 分 -1 二 1， 因 此 形 如 (9) 式 的 
HURST IESE (Ann > 0) 可 破 哈 一 地 确定 为 
(11) Palt) = (GnG n) PaE). 
此 外 , E Eor F MTIR RRA 
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(12) dh, (x) = L(r-1) I rk GE 


x w (Eq) id se dés n=l, Bye 
ix MAI ASD AE (a,b) .上 的 » REA, H 
Wo (Xo) Wy) +++ ds (o) 
(13) W (ayy very ty) se Seen . 
die) da Qs) o ACA 
(fa Szegó, 1939, 2-1 Qi). 

在 这 一 - 竟 里 ,我 们 将 讨 答 而 数 Ya (c) — o 的 正 交 化 问题 ,如 形 
式 (9)， 因 此 得 到 正 交 多 项 式 的 序 刻 (os (2), 2=0, 1,2, …， 此 
处 DE) RA a 08 k REAA, MFA, K=0, 1, 2, +++ K htk, 
Ai (Par Pr) = 0. 

CHIRI E RR RITTER RT 808 — TEE HK MH, IB fi — 
DL) 中 还 有 一 个 任意 的 常数 内 子 ， 系 中 的 多 项 式 可 让 附加 条 件 
求 标准 化 . 最 常用 的 三 个 附加 条 件 是 : G) {p, (2)} 应 是 一 规格 化 
IE MA. P(x) 中 z" 的 系数 应 是 正 数 ; Gi) p, (x) rh z" FOR 
数 应 有 一 预定 的 值 ( 通 常 是 1); Gui) 对 于 已 给 的 一 个 zo fifi (例如 
L= t) Dal Xo) 应 具有 一 个 预定 的 值 . 


10-2. BMA 
x Li 为 所 有 使 Lebesgue) 积分 
b 
| we) Lie dx 


Tete AAG ERAS EUG f e) 的 类 ,并 设 (9s(0)] 为 D 中 一 个 规格 化 
EZR. 在 用 线性 租 合 

Copa (22) 十 … +c, Gy (2) 
向 Limit f(x) 逼近 中 ,我 们 把 


b 
(1) Inka) = | w@) [LF (x) — Copo (T) zen cn (7) dr 
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MAR ! mn erg ar. TE TI e, 的 基 好 可 能 选 抬 
(2) (t = (f, Pr) . 

er bk, He (1) TE [- - IE JRF, ü] 


Lisi =| wa) Lr) P de 3 d-2Yao 


-| w(x) [F (a) de — X +> (e, — a,)2, 
AIR ERE CAE (o) RR OW n) 
(3) “aQ (G) Hape) bn 
的 第 (n --1) 个 部 分 和 , PRX EOS GE E 
l b n 
(4 Lp(a.) = | wax) [FP dv — 5, ai. 
TP. In (Gy) 20, 故 知 Zai CSI, HA ERRER: 
(5) Sa<| wa) Lf (x) P da. 
h=0 a 
对 于 LE pag neva Be c). ATID OLLIE LL d 
e b 
(6) $a-| wla) [f (a) Pda, 
h=0 a 
这 时 规格 化 正安 系 (Pa (v) | 就 称 为 在 Lw OK 在 这 种 情形 下 ， 
24 n— 00 Pi , WIRT 
b ; n 2 
(7) | w (x) Lis 一 > DX dx0, 


SRP BRS E RR (3) DAB uk f a). 在 Ds 中 ,每 一 个 闭 
A E BEFALL SERIE BER RIE BE ur E T. EAT h, AL 
(f, 9,) = 9, HS Z Zei ILL GK Riesz-Fischer 
定理 (参看 Kaczmarz J£ Steinhaus 1935 wk Tricomi, 1948, 3-3 
Wi) EES 


对 于 一 个 有 限 的 区 间 (a, 0). La 中 的 每 一 画 数 者 可 以 由 一 连 
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Së Ram BAE E ORI, rem Arie TRIER, bi RPH 
BAW hF ERRARE. AE, F F ARKEA 6, (z) = 
=", M eun) = Pale), WE n EAKR I. (a) EEA. A 
REDE, "BR DC RH. EIE ERZAR NDA HI, IB 4 PC B. (a, b) 
Eng. Jut Ant (Szegö, 1939, 3-1 t). 


10-3. 正 交 多 项 式 的 一 般 性 质 


区 间 (a, b) 上 的 权 夯 数 w(x) 唯一 地 确定 了 正 交 多 项 式 系 
{pn(2)}, 每 一 多项式 中 还 剩 一 常数 内 于， 数 
(1) = j w(x) z" da 
Ss binnen, n PA Yn (o) = 2", 期 有 
(2) (im V.) = Cmn: 
因此 ,用 10-1 is 


Cos ZU Cn 
(3) On = Co Cp Cn+1 
En nas Can 
1% ty 
1 x vl D 
V, i ! =]! (t, —2,). 
r>s 


|i zpi 
如 以 k, 表示 p (2) 中 z" 的 系数 (未 定 的 ) , 则 
CC | 
CC 
(4) s.) muon eee ehe rene ; 


(ERR 
PCy Cs ttt Con-1 


1 L een x" 
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6) iser a UI SN TE TEE (E) aE 
因为 1, m, "age Data), BE 


G 
(0)  h,— (Das Dy) = ka An. 
Cyt 


对 于 规格 化 的 多 项 式 , ka= nl, 4H RRA & FE 
把 多 项 式 标准 化 . 

任 一 m«n XIX p (z), P(T), eer Der) DÉI $E PE $B 
合 ,因此 与 p, (zx) 正 交 . 这 就 可 帮助 我 们 证 了 明 下 而 的 正 交 多 项 式 
ZS SL AERE, D. c) JPG AER AG NUR e If (Land PERK b) 
的 内 部 .因为 ,如 zial 只 在 区 间 (o, b) Eg m<n 个 点 上 改变 符 
号 , 那 我 们 可 构筑 一 次 多 项 式 m (e), BAER IB) (a, 0). 上 有 
Pn (0) v, (z) 270, 但 这 与 (Pi, za) = 0 矛盾 .我 们 还 可 以 证 明 ; 在 
Pala) DÉI BE AE SC II, Dm EK Parila) 的 一 个 等 以 ， d 


"' W q 8 E E, * 5 + 85 


¿ OO — 0* 8 — €. WO 


ap SacI WEE, AD 采用 下 
而 的 记 法 : k, 表示 pa) 中 z" 的 了 系数， 后 为 v" WH a= 
二 /kn H bz (pa Pa) FAP BERET PTE ZC 
OI Da) = (Ant HBn) Palt) ~CaPrai(e), n=1,2, 3 
其 中 
(8 Ae baam B,= A (raa rn) 

CQ, m Ae Bal (As hs 4) = Knap haa Bal (k2h, 1). 
为 了 证 明 (7), 注意 ,在 (8) 式 所 和 葵 的 A (Ë 下 ,表达 式 Dua (2) 一 
Ax p, (x) 是 一 个 n 次 或 低 于 7% ROSHAN, Abb, BK 
Yo py (x) d- Y4 Para) Be +7, Do (2). 
由 p,(x) 的 正 交 性 质 可 知 y, = Ya —-—Y,20, R. 
— A, (Pas vDy-1) = Yi (Paneis Pn-1): 
但 ep, (0) 一 Wan Palt) 是 一 个 2 一 1 次 或 低 于 2 一 1 次 
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的 多 项 式 , 因 此 有 
一 A, hi, ks a kn Yika- 
或 7 二 Cn， 最后, P, 的 值 可 从 (7) 式 两边 比较 an 的 系数 中 得 出 . 
knar 
(9) p-a(t) = 
AUR HESE 3 (7) 在 2 一 0 时 也 正确 . 这 一 约定 将 在 本 章 中 通用 . 
及 之 ;我们 可 以 看 出 几 满 足 逃 推 芙 系 (7) 而 A, RO, 均 为 正 
数 的 多 项 式 系 是 一 正 交 条 . 
从 公式 (7) RAIE ronne A FE g Erdem 


k Da (D (e) Pal) Das dl 
1 / _— ht _ Ts i ` nd , 
(10) Xx; tB) B.) =Y m 


加 you, SAS 

(11) X^ "Er, 2T = = 
设 (Dp (a) BLUR C " WEZ SM AKR, FRE dE p (t) 为 

(a, b) LIE GINS i REMA, FEIPEL Cp yos wn 

FREE P (m) u (z) WEZE qs (v) dän RS vd n] 4E d LE 

A: 


p Lp. (z) Pai) -= Py (t) Dall, 


Pal) Pasil T) tt Past (®) 


(12) Pa) qa (T) = Dy(®1) Dall": Pnti(T1) 


p. G) Papati) ct Bail 
其 中 o, 为 任意 常数 因子 (Szegó, 1939, 2-5 Bi). Ar Pla) DIE 
Hj Seg SC, D (137 sv He n ECT 
IE 3530 HOT JURE flt PEE, 基 中 第 一 个 性 贯 可 从 
10-2 BiJP3cO SR PHI FRI: 
fy 


(13) | (x) | w(x) dz 
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. > ò 8 č ù $ 89 ^» 9 ẹọ 


党 一 个 性 里 包括 多 项 式 
(14) K,(my)— ENG pa (t), 


这 一 式 对 复数 vy 定义 (EH z BJ JAA REO, 这 里 当 注 意 : 对 于 
固定 的 vo, RB x <a, SAH Ky (29, a) EY RCM C (19 yu a) 
Er [B (10) & (11) ]. RAR le C e fft rA np UR F 
Grego, 1939, 3-1-3 定理 ): i ui ond n TUA, H 


s. >» è @ © s h 0 s 05 
* 09 — 89 Ba 9 — 9 9 eo 09 0 0 0 0 09* 89 —— 8 * + oc* E a 


s. 9 4 č è% * #8 8 * € P 


a, (v) =8[ Ks (vo, 29) ] Krk x), 
其 中 [e] =1, WERNE Ky (zo, 20). 


* 8 ù * $ F  # eè 


10-4. 仪器 积分 


正 交 多 项 式 的 很 多 重要 性 质 与 它 和 内 插 问 昨 及 仪 如 积 分 的 联 
FÜR, FESR BL, MR BAR EAC o SE eS kan, 
šE AOE BJ BFF Szeg6 的 著作 (1939, 3-4 名 ,第 14,15), 

BE 20 Lay AR Lo, b) 上 的 ?2 个 不 同 的 点 ,并 设 
(1) w,(z)= (z > £1) (@ ~ T3) +++ (£ — Sal 

I(x) = (z —2,) n, (2) [s (ty), á 
L, (a) 是 画 数 f(z) 的 拉 格 郎 日 内 播 式 


() Lie)= X f(&,) 1,@) 


中 与 横 标 Tis t3 Uy THU AE UE AID. 
如 更 在 要 对 一 个 在 z, E f ER STRA 


(3) I= | Ji f(x) de, 


| 
m 


ee. Te 
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那 自 然 要 应 用 公式 (2), 并 计算 


b n ab 
(4) 4 =| w(a) Dv) de= V f(x) wie Le) de, 
a rcl do 


希望 J ET I. 实际 上 ,对 于 任 一 2 cms UR —1 次 
的 所 有 多 项 式 f (a) 而 车 ,都 有 【一 了， 不 过 ,如 选 定 v, 为 s.v) 
Dn PER, H. n XS IE SE EE DK AR w (a) 相连 带 , 划 对 于 
所 有 的 <2n—1 次 多 项 式 f(x), A I=J. 因为 在 这 一 情形 下 
f(x) — L(x) 是 一 «2n —1 次 多 项 式 ,在 pale) WIAR E 
于 雳 ,因此 这 一 多 项 式 的 形式 为 pu(z) acie), 这 里 的 m - (z) 
为 一 Knl RZA., TE 
I—-J -fw (2) [f (a) — L (a) ] dx — (Pa mn) = 0. 


a 


(5) J= | ea L(x) dx = Shna F(E), 
a pl 
其 中 A. Bréiel "E Sg we) 的 逢 的 关系 为 : 


(6) Drath, = 0, h —90,1, --*,n— 1. 
v=1 


R REJA f (z) =o" RA. sug 8je p X pA F Be, 
HW) PORE IAN: 

> wa c 5 ale 2 
De [| ecu Tes 
| lena lin! Kn i 
OS) py QS) K (az, tV) 
如 以 Eim Wags tts en 代表 DuC) 09 n TB. D Yin tt Yan 为 
KRI (a, b) 上 的 7% 个 数 , 定 义 为 


(8) Apn = 


Yon 
(9) | wla) da Mm rA 


" 


NEE 
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(10) z, XXX a 
(11) V, s Xon X uon 
(12) x, s uen 
(13) Arisan Au simu 


10-5. EL 


Ed 10-3 (7) 引出 了 连 分 式 
1| Cil Cs 


一 一 一 一 — she 


SES Tae +B, [As 
Mah, AQ Bu Ca W 10-3 8). REHEB 0 RAPORA R,/S, 
EXA (1) APRE Anit HBa 为止 的 有 限 分 式 , 因 此 
(2) R=0, So=1; R,=1,S,= Aot +B, = ni ()/ p (z). 
A, S. AE Pre EOS : 
(3) Kuss (Aye + By) X,— C, X, 
原始 条 件 为 : 
(4) FR: X,-0, X, =1; F S, X,—1, X,= p (z)/ pé x). 
由 10-3 (7) 式 可 知 
G) — S,— p,(2)/ p. (2) = s! p, (2). 
为 了 同时 表达 A, KREA ERN: 
ei n(n) =f GT PO ety ar 


这 是 个 7% 一 1 次 多 项 式 ， 从 10-3 07) AH 
PES, (x) uu (Ari H. guo) Uu (2) 


b 
= 一 4,| p, (L) w(t) dt —0, n=l, 2, "m 
| b 
BEM, HEAT q (a) = 0, q (z) = | ky (t) di = k, cs, 因此 


(T) B= (he) lq, Ce). 
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kt. WARS R/S, eov gi BE gH XR Jr T= En 上 具有 
[Y NE 4:3 TOM OSEE RON 
, um qu) JL 
tim @ Ta) Dy, (v) u Di (T) ` 
[ 44, 10-4 (7) | 中 第 出 ,因此 得 部 分 分 式 为 : 
fi, ko Nn 
II gio ema 
Dé th Ir x Hobe Esta, MERA 10-4 (6) nf p pif Hú 2». + 
EREIN o. 因此 在 形式 上 可 得 
lh en Di 
(9) Ines din 
对 于 一 个 有 限 的 区 间 (a, b) 及 对 于 党 着 实 山上 (a, b) BEBE H 
割 的 复数 平 而 上 的 任 一 z, MERREM ` R/S, 存在 及 (9) 式 有 
5. 此 外 ， 在 这 一 :情形 下 , 有 (Szegó, 1939, 3-5 ei) 
b 
(10) Tim Pr Dr | vU) a 


n>% Oy kieg J x—t 


.b i 
Pal D w(t) dt=h,, 


ab — Yun 


AR BIS Jee GS DX RE S us RR B Langg, Co LOSS EE. (Stieltjes 
K Hamburger) katze. BEA Shohat 及 Tamarkin (1943). 


10-6. PAZARA 
BRA BAEK EMAKE A AS AA i BOP 
d, GEI M LIE 2c FH HER A EE 


w 9 >è B 9 + + 


经 典 正 交 多 项 式 
a b w(x) Es BR 
—1 1 1 勒 上 特 或 球 区 项 式 
—1 1 (1 — a2) AR PEIRAS AIER EHUA 
—1 1 (1—2)*(014-25? EME eR IU JO Ç 
—e co — expla”) dp X LA 
0 oo re T IRE Y TY Iris À 


182 SS 超越 图 w 

所 有 这 些 多 项 式 都 具有 许多 公共 的 性 质 , 其 中 最 重要 的 三 个 
HAE: 

(i) {Ma} 是 一 正 交 多 项 式 系 ; 
(ii) p,(z) 满足 如 下 形式 的 微分 方程 
A (2) y" + B(x)y!' + y = 0, 

其 中 A(x) 及 B(x) 不 依赖 于 7, À, ARMUT z; 

(ii) 存在 有 一 个 推广 了 的 罗 特 列 恰 公式 


1 n 
(1) nz) "Kate We [w(z) X*], 


其 中 KK 为 一 常数 ，X 为 + MER, ERROR n. 

EEN NEE T ERA SE i F FIAT Bs 
让 ,也 就 是 说 任何 具有 这 些 性 质 之 一 的 正 交 多 项 式 系 都 可 以 转化 
为 经 典 系 . 对 于 具有 (i) 性 质 的 情形 , eh Hahn(1935) 及 Krall 
(1936) 加 以 证 明 ; 对 于 具有 性 质 Gi) 的 情形 ,全 由 Boohner(1939) 
证 明 ( 在 这 种 情形 下 有 若干 例外 ) ;而 Gil) 的 情形 上 则 由 Tricomi 
(1948 a) 加 以 证 明 。 现 在 我 们 将 简略 地 说 明 一 下 后 一 情形 下 的 论 
Br. 

We D. (0) 为 多 项 式 的 一 个 序 刘 ，p, (7X) IER n 次 的 多 项 
式 , 对 于 这 一 多 项 式 ,在 伍 一 个 % 二 0,1,%,… 的 情形 下 ，(1) 式 都 
Jor, BAK X 则 是 上 次 的 应 当 注 意 ,我 们 这 里 并 不 需要 假 识 
?,(2) 为 正 交 多 项 式 或 w(x) RER. 从 (1), 取 a=, 有 
2)  RKim(z)-—X'-MXw'(z)]w(x). 

eae k=0. RU X 是 一 常数 而 w'/w 是 x 的 线性 画 数 .利用 
自 变数 的 线性 变换 可 介 w'/w-- — 2x, 因此 w—exp( —2?), 多 项 
式 就 是 省 米 特 多 项 式 , J 10-137). 其 次 分 二 1. HJ zx 的 线性 变 
换 可 将 

wa) K;p,(v)—X' 

(3) me ıP = 
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变换 为 w'/w= —1+a/z, 因此 X =z, weite”, FREE z 
多 项 式 , 见 10-12 (5). 
现在 来 讨论 622 的 情形 。 此 时 可 取 
， | 
(0 X=]l](z—a,). 


r=1 
先 设 所 有 的 a, 都 互 不 相同 . 从 (3) 
w'(x) < a, 


= D 
wie) 可 zz 一 ar 


因此 (1) 28% 
s.) =K, TG 727 7. [TG 72277]. 


如 n-—2, MUR R SEHR For k=2. (4) 式 中 有 重 因 子 
的 情形 可 用 同样 的 证明 加 以 排除 ,因此 在 (4) 式 中 必 有 ==%， 
aHa 利用 工 的 线性 变换 可 使 a= —1, a,=1, Hr 
X= (1—2)4, w(z) = (1—2z)*(1-4-x)^. 

因此 这 一 情形 就 导出 雅 可 比 多 项 式 , 见 10-8 (10). 

Hahn (1949) 全 将 这 些 结 果 作 了 相当 推广 . 他 把 微分 算 符 
df (x) /dz 换 为 更 普 表 的 线性 算 符 

faz+o)— f(x 
ACE 

HEHE Bänner, SO), Gi), (ii) 中 的 每 一 个 ， 
BRAT SAE HS fie T ADE TREE, RAS 
项 式 是 Hahn 多 项 式 的 标 限 情形 ，22-25 节 中 的 多 项 式 也 是 如 此 . 


10-7. 轻 典 正 交 多 项 式 的 一 般 性 质 


婚典 正 交 多 项 式 的 很 多 重要 性 质 ,不 难 从 广义 罗 特 歼 恰 公式 
10-6 (1) 中 看 出 . £Ebr HART F ux o> —1, 在 雅 可 比 情形 下 ， 
a a> — 1, B> 一 工 . 

在 和 售 一 种 情形 下 ,10-6(1) 式 中 的 w(v) EIER FEE (a,b) 
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LITER. int, 因为 wc) X" RAR — 1 PRO 
(ELI RAP RIRE E o 及 5b PET, 内 此 可 在 


b dr 
(Fr Pn) = Kz | Fa) ¿a Deia Xn] da 
中 作 n 次 分 部 积分 ,得 
(f, p.) = (—1)" kK | fO (a) w(x) X^ dz, 


因此 ,如 FARM <n 的 多 项 式 , (Z, p.) = 0. Mr EA 
10-6 (1) 组 成 区 六 (a, >) EE IE SER, HATA BR wlr), 对 十 这 些 
AB, EE PRIIT READ Tf. 特别 是 ,用 10-3 (8) 070938 te 
SE 10-3 (7) 也 成 立 , 我 们 在 这 一 节 中 将 仍 用 这 种 记 法 . 
在 从 10-6 (1) 尊 出 微分 方程 的 时 候 , 我 们 以 D ER d/dzx. 从 
10-6 (1) JE T ELENA HIS 
DAT XD(wX") |= KX D3Gwop,) + m + 1) X'D(wp,) 
( crVen(n4d-1) X’wp,]. 
AF Wi , WER 10-6 (3), 有 
D" X D(wX")]- D'HXp,4-(n—1)X']wX") 
= K, (Kim (n — 1) X'] D(wp,) 
+ (04-1) | Aipf (mn — 1) X"]iep,) 
因为 K1P1 十 (2 一 1)X' EERE r 的 较 性 画 数 ， JERR — F zx 
二 个 千 果 ,就 可 得 下 而 的 微分 方程 


ay dy 


(2) A, —n[Ek,K,-4-Yo(n —1)X"]. 
微分 方程 的 自作 形式 为 


d 
ds Leute M hole) y=. 


EDAIN RAAN (1948a, p. 210-212). HT X SRY 


(3) 
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是 一 二 次 多 项 式 ，pli(z) 是 一 线性 多 项 式 , 故 微分 方程 (1) 可 情 化 
为 超 比 方程 或 是 它 的 一 个 特殊 情形 或 栎 限 情 形 . 
对 于 径 典 多 项 式 , 还 有 下 面 的 微分 公式 ; 


d 
KM (s, HRX E) p, (2) +B, Paa (e), 


Hop 
(5)  a,—nX'(0) — VoX"r,, AB, — C, [ky Ki + (n — 18) X"], 
Ans C, kas r, 的 意义 见 10-3 Wi. 利用 1073 (7) 式 , 可 将 .4) 54 
U p. En. RRR, 

特 列 柯 米 落 作 (1948 a, p. 212-215) 中 征明 (4) 式 的 根据 是 : 

Xp (z) — VonX' xp, (a) 
是 <0 次 的 多 项 式 , 因 此 具有 如 下 形式 
a, Dy (2) + 8,p,-i lT) TEE Y, p (2). 

于 是 系数 ou YS 就 可 根据 正 交 性 质 来 确定 . 在 确定 B, 的 时 
侯 , 也 要 用 到 微分 方程 (3). 

Mk, keen SE Ian 次 分 部 积分 ,得 
(6) h,—(D4D)-—(—1l)kmn!| E; [ X"w(x) de, 
JA 10-4 (8), 10-3 (7) 及 (4), 得 
(OI Ann en Anna nea [X (Ers n) /Ba] LPa- ltrs 4) 7? 
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又 从 (6), 得 
(8 (—D"k,K,-0. 

Far, fg Bil A de AUR TE Be ADERAT ON EB 
et F gun Hd Se 

(i) 多 项 式 的 标准 化 ， 
Gi) 计算 下 面 的 十 个 常数 . 

(9  H, Kus Tan A Dis Cn Kan An Gun Ba 
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见于 公式 10-7 (6), 10-3 (8), 10-7 (2), 10-7 (5). 
(ii) BIETER, HERMAN, 
但 在 这 些 关 系 非常 商 繁 的 时 候 ,我 们 把 这 些 关 系 及 上 季 的 一 
般 公 式 中 代入 (9) 式 中 十 个 常数 值 的 工作 ,就 留待 学 者 来 做 . 
(iv) 与 超 比 型 画 数 的 关系 及 微分 三 程 的 全 解 。 
(v) ms, 
(vi) 积分 表示 式 . 
(vii) 加 法 定理 ,级 数 展开 式 及 其 他 结果 . 
渐 近 性 质 , 雳 点 ,展开 问题 等 将 在 以 后 儿 作 中 讨论 
我 们 采用 下 面 的 和 法 


《10) DER 
DS. 
(D G= (a) = EE 


FEF REE 2E DC Ber xb, 可 参看 引言 中 所 列 的 一 些 著作 ， 
及 Magnus 与 Oberhettinger (1948, 第 5 章 ) 的 著作 . 


10-8. 雅 可 比 多 项 式 


我 们 将 用 斯 高 的 也 法 PT (oc) ZAR SPRUE LAY IE EH 
AA A EEE 
(1) a=—1, b=1, w(z) —- (1—za)*(i--z)5, X —1— z, 
Fy Y 8 BE A Im P| sg, Wax 
(2) a> -—1, ß>-1. 
有 很 多 形式 关系 没有 这 一 限制 也 是 有 效 的 ， 

(i) 标准 化 : 

(3) Pwa(1) -("7°)- (+1). 


nl 
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Gi) ee 
(4)  (2n-ra--B-r1)nlT'(n--a-- B4-1) A, — 2** 1T (n+a+1) 
xP m ++ B-r 1). 
SNE 
(6)  2(n--1) (n--a-- B--1) A, 
= (2n +a +B +t) (2n -- a 4- 8 4- 2). 


(7) | $(n4-1)(n-- a-- B-F1) ($n-- a - B) B, 
= (a — 67) (2n -F a B -- 1). 
(8)  (n--1)(-ra-r B-r1) (2n-F a-F B)C, 
= (n +a) (n - B) ($n -F a-- B 2). 
(9) K,=(-2)*al, A, n(n-ra--B--1), er 
(2n -- a. 4- B) B, — 2 (n +a) (n 4- B). 
Gil) papa 
(10) 2n! Pi, (a) 
—(—1) (1—2)7*(1-4-z)^^ D"[(1— x)**^(14- 2)?*^]. 
HERR 
(11) 2(n-F1) (nd- a-F 8-1) (2n 4c aq B) PERPE) 
= (2n-Fa-4-8-F1)[(2n4-a4- 8) (2n--a4- B --2)x-4-o? — 67] 
x Pit 07) —2(n-4-a) (n+ B) (2n 4-a 4- B 4-2) 
x Pie: e) (z). 
A (10) 可 得 
(12) Pie (a) El Leien 


Am \ m n—m 

(19) Bg (—a) = (~1)" P(x). 

WAY AR: 

(14) (1-2?) y’+[B-a—(a+8+2)z]y'+nin+a+B-+1 jy=0. 
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微分 公式 : 
(15) (2n--a--8)(1— Di Bas ex) 
=n[ (a — 8) — morat Ba) P(x) 
T 2(n4-a) (n 4- B) PP (ax). 

v) Aa. 

方程 (14) IR e (EC; FR. 2-1 0D , MIT LH. 
就 旦 方程 (14) 的 一 个 正剧 的 解 ,在 X=1 4b 1D (3) XC M 2-9 
包公 式 可 得 


(16) PO a(x) = Wa ail ali lit 


3 
=(—1)" ed kal — A, n-l-aü-- H--1; 84-1; 134-19 a) 


l 
=(P) Getter (=n, 一 到 一 B; a+l; sui) 


Saaft i-i ( =n, —n—a; B+; su) 


—1 
从 此 可 得 另 一 微分 公式 ; 
(17) 2m D" Pe) = (nat BL) Pie stm (a) 
m= 1, 2, n 
这 验 诈 了 10-6 iig (i). 
从 2-9 (14) mm QU^ P (a) 定义 为 


ortas ntal) (n4-B--1) 
(x — Lte (ed)? 
x F[n4-1, n+a+1; 2n4- a 4- 8-2; 2(1— 2)71], 

它 是 方程 4) (958 — 7 BRE hmm og 2 Sr 
AEG HE HE RT Jo Anse EH (L1) 及 微分 公 
式 (15) (ER Y n=0 H Q Ki); 24 Reta-- 8)» —n—114, 
EAE AMES SABE. (18) 中 超 比 级 数 的 各 箱 变 换 及 凌 解 村 开拓 


(18) T(2n+atB+2) Yr)= 


+H 正 交 多 项 式 189 
F 2-1-4 tfr. 
HE H E NUR VB ment EEERASCE PULL T XR. PU 
Je b Fr RAE SEK H 2-9 Gi) 可知 
' (19) Que) (a) = — Lom esc(am) Pte, ® (2) 
l'(a5P (n-- 4-1) 
P(r+a+ß+1l) 
x F(n--1l, —-n—a-—B;l—a;ls-—l6oz). 
MCA ER: 
(20) Qe (x) 


Naar (e D OL Pe (dt, 


+ A 


(z—1)7*(z4-1)7* 


X SRE ( — 1, 1) AB EI IT x 都 正 H. 
线段 (一 1, 1) BRA, Om < Stam (E40) 
x PER (£ — 20) 趋向 于 分 枝 切 割 上 的 一 点 上 而 有 不 同 的 值 ， 
QRO (EEEO) BS RT H (19) 378 1B An x — £- 8:0, 基 取 arg(z—1) 
=a, Ap v=Ẹ— i0, UK arg(z—1) = —w. 特别 是 

(21) Q(9(£4-i0) — Qi (£ — i0) 


Cail (n4- 84-1) a e 


x F(n--l, -n—a-— B; 1-a; 12 — loé), 


= — T 2*8 sin (am) 


—l1«£«l. 
Ach) BIA Er E, nf izu rom 
(22) Qh (£)-— Ye [On ^(£ 4-40) +O 9(£ 0 
—l«£«1, 


2K-— PHBAE a RG 是 实数 时 也 是 实数 .从 (19) 式 有 
(233) Qa OCE) = — Yam ese (am) P(E) 


_ PoE (e+ B+). 
Jate- ogg la — — vaí] ` 一 
十 cos (am) P (Gu 4- & 十 好 十 l; (1 £) 2! £) a 


X P(n--1, -n—a—B;l—a;lo-- 95), —1«f«l. 
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IH KS TS deor 
(G4) of (x) =| 6-2) -2*0--D^EPre-^() 
-1 
— Pto: 8 (z) 1 dt, 
它 是 依 10-5 (6) 式 与 雅 可 比 多 项 式 连 带 的 ,因为 (20) 趟 可 重 写 为 
(5) O(a) = el) (e+) -gz) 
Q^ (2) Pe ziel, 
另外 一 些 联接 P 及 @ WIRY 
(26) Po. D(x) gez) 一 — P s 8) (x) Oo ER (x) 


T(a+n)T(B-+n) 


un rar B) nl DAE 


(2—1)"*(24-1)"*, 


(27) P KOP O° Sr) — Qi TOF „Pe 81a) 
H aca T Fath Lack B1) 
n! l'(n4-a4- B 4-1) 
从 这 些 公式 可 知 Q7» 与 Poe 满足 同一 个 微分 方程 (15). 
有 人 从 超 比 画 数 的 理 奏 中 竺 出 了 9” 的 积分 表示 式 , 其 中 
最 筋 单 的 为 : 
(28) QU 9(2)z2-"1(»-—1)-^(x--1)7* 


(0—1) e417, 


X f AS —t) mil ©) 一 ty E) dt, 
上 式 在 + 位 于 沿 (一 1, 1) 粮 段 前 割 的 复 平面 上 时 正确 . 
VEL 
(29) > Pi (2) sr = 2^ RP 1 — z+ R) * (0-2 4- R), 


l2| «1, 
其 中 
(300 R= (1—-2x2+27)%, 


E24 z=0B, R=1. (29) XS JUBRREDI FE, 见 Szegö (1939, 4-4 
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85). SF a, B 的 特殊 值 , DRIES JU TIER 
(vi) 积分 表示 式 


* e + s ç > 


从 罗 特 列 恰 公式 (10), 有 
Gn er (So) (Gui) a 


Imi lep 2 AA —z/ Max 
其 中 rtl, KARIM, EEJ A Akte H 
t= xl py FIRE hg Dy hi, Æ t= 有 时, [1 — D) aa] X 
L(1--0/ (1-3) ]? REPE 1. 
SAW fo KH HZA (16) 从 积分 表示 的 超 比 夯 数 中 待 
出 . 
(vil) 其 他 结果 
我 们 可 以 对 w(x) 二 (1 一 2)*(1 十 2)4, ee) = (Q —2) DH 
列 司 托 费 耳 公 式 10-3 (12). 根据 (3) AR 
(32) (n+Yyatl9 841) (1— x) PELO (a) 
= (n J-a4-1) Pt 9 (a2) — (n+1) Pit (a). 
HRA 
(33) (naty 84-1) (1-2) PED a) 
= (n+B+1) Pee (x) + (n 4-1) PP (a). 
XA SERERE JE Ps 3 K O8 ps Bi - [ 2-8 (31) 至 
2-8 (45) L 属于 这 种 性 质 的 其 他 关系 式 为 
(34) A- z) PRY P) + (14-2) PY (a) =P 0 (z). 
(85) (2n-ra4-B) Piel) (x) 
= (n+a+B) Pr (z) — G+ B) PEP (xc). 
(36) (2n4-a4-B).Pt^ 5 P (x) 
= (n c a +8) Pi (x) + (n +a) Pg P (ac). 
(37) P(879(a) — Disch (x) = POP). 
重复 应 用 这 些 公式 即 可 得 出 以 Pr EE Gre Pi) 
的 表达 式 , 此 处 A, k 为 任意 整数 . 
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从 罗 特 列 恰 公式 (10) 可 得 
(38) In | oe Pie y) dy 
= PAD eD (0) — (Lar Lp a?! Ponto D(a), 
Toscano (1949) Fi f as Aa Za ig AE LAN EX 13 Di 28 
DREF. Smp E SD: 
(39) A,F(a)-—F(a4-1)— F(a), SE = Al AE), 
Ff Toscano 的 车 果 窟 成 
(40 n!T(a+-B+-n-+-1) PED) 


(=D (a--n4-1) An LU 
|. a= tga) "L Taxi) 


Ba, RPA — 1 Hr 3 SK 
im [n-a pe APR 
(41) lim E P, a) (cos 3) =lim Ë pon € SH 
= (Va 2) J (2), 
这 里 的 J, BAAR ERR. ZA TIEREN a K B, 
一 致 位 于 复数 z Bia A AIL. 


Wd AKT AANER 
(12— Voc) | 


10-9. BRESEÄR 


RERA BEAR EKE C; (a) SERO RHEI S R, 
As a E] 
1) a= —1, b=1, w(x) = (1-2), X=1— z. 
这 种 多 项 式 叉 称 为 特种 球 多 项 式 , 常 记 为 P(x). AAR AT EUR 
出 , 盖 根 堡 多 项 式 是 雅 可 比 多 项 式 的 常数 倍数 ,不 中 a=8=- 1. 
为 了 求 得 一 个 实数 可 积 的 权 夯 数 , 设 
(2) A2 一世， 
A^3X CBAR ATEXODRA[A SIX — BR, ix gt Jn Xie p LTD 
3-15 Gl. 
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G) 标准 化 


与 10-8 (3) 比较 一 下 , 可知 

(4) — (4-19), ORE) = (22), PEDE), "ENDS 
如 22. 58: FAS T — CUNG RHEE (3) 不 成 立 . dE (2) 
Ge AA MEI plakat X — 0, 在 这 种 情形 下 ,我 们 将 根据 


(5) Oh, Cl) =~ n=1,2 + 
来 进行 标准 化 ,并 有 

—1! 
(0) OR) =lim ck) =2 I ppm omo 


ZA — GWAR A s, A= 0 的 情形 应 除外 ,而 入 三 0 的 情形 出 
在 10-10 饰 中 讨论 . 

(ii) 常数 
(7) (m@+A)nI (A) h, ss (2X), P (4-19). 
(8) nl k. =P QJ, r,—0, RA), Kn = (2) A+) 
9) (m+1l)A,=2(n+ A), B,—0, (2--1)0,—n4-2X — 1. 
(10) A, =n(n 2A), a, —0, B, —n--2X — 1. 

G) Sam 
(11). 2n! (AEN (1 — ainsi 

= (= 1)" QA), D'LA ~ 22) "t. 

(12)  C$(2) =1, C} (x) = Aa. 
MEE ZEN 
(13) (n-E1) Cg (o) ETH (n4-21 — 1) 2 (z). 
微分 万 得 
(14). 2) — (24-1) xy! - n(n--241) y —0. 
微分 公式 
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(15) (1-22) or (x) = —naCh(a) + (n--9X— 1) C4 (x) 
= (n-+2A)aCh(x) — (n+1)C2,, (2). 

字 称 

(160) Ch( =a) =(—1)"Ch(a). 

MERA 


(17) O} (cos) = KÉ Am Din cos (n — 2m) 8. 


ml (m —m)! 


(48) O%la) = * C D" nom (a y aman, 


Zä m! (n — 2m)! ` ` 
0 wn 为 奇数 
(19) (0) = | ( — 1)" (a) fm! án n —= ¿m 为 偶数 
Gv) Austin 


微分 方程 (14) 可 简化 为 超 比 方程 ,， Ct a RETE x =1 处 正则 
的 解 ,并 在 该 处 具有 (3) 的 值 . 而 且 在 盖 根 堡 多 项 式 的 情形 下 , 超 


(20) nl Ch(x) = (2a), P( —n, n+2M A+-14; 1⁄4 — Vo z) 
—(—1)" (24), P( — n, nF2N; N+ Vo; V6 -- Uo a») 


= 2" ka E Dar —2n—244-1; 一 ) 
一 让 


=) (zte) F(-7. nt; +; tn) 
(a) On) = (7 DIE mn mM tai aD) 
Eo Tem mth; A+ 1⁄4; 1— 22) 
EO 


= o, PO Ve (I — 1). 
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A (23 mt à 
(22) Cha (m) 一 Line 22F| —m, m+A+1; PL gi 
— (2) am 41 
(2m 4-1)! 


_ Dan 
(36) mat 


从 这 些 表示 式 及 (13), (19) 式 可 得 

(33) D^Ci(z)-3"Q).Ct 2). — en 
(24) DOC (z) =zDC1 (z) — nOi (m). 

(25) DO} la) =D) + (n +M)CHR). 


oP (=m, m 十 入 十 1; N+ 1-2) 


az PO Mo (2221). 


(26) 3(n--M) | CR) dent - Chale). 


(27) DIE 如 n 为 偶数 
Í 2( —1)^ (X) um! dm n=2m+1 Dë. 


微分 方程 (14) 的 第 二 个 解 可 从 10-8 (iv) missi NV SR 
保 与 雅 可 比 多 项 式 间 的 关系 (4), (6), (21) 或 (22) 式 得 出 . 在 这 
种 情形 下 , 似 谷 不 存在 有 一 般 的 记 社 或 标准 式 ， 
"pes 
从 10-8 (29), 可 得 


(28) OR eee Rye 
|z| «1, R= (1 —2zz-- 22), dp z= 0 BJ ke]; 
TE SOS BE KK, EI 
(39) E Oa)" = (1— 2a kat lz] «1, 
[LU 
Ar x-cos0, WAAR (Let 2)  (1—e772)7*, rä 
Wisk See Fey FB (17) 8p TEA ENT, 555-71 EUR Er y 


(30) > (ai TO yz sin DET , a (2 8in0) 


196 E R E BR H x 
KH Hr hy brea Ey (29) 式 相 联 ， 

DELE 

It 4 BEE Cs] RATEN EE EE OK NK. gt 
AL, FRAP AL Pai c E 
21-24 (2X +n) (* | an 
re) era cose Ia sing ?^ "lp, 


VIO 2 wanna DEA 
went ld) |) cosp—cosé ^^ 
这 一 式 中 , ADO. (BL) CH 3-15 (22) 及 Seid 1-Saäsz (1950). J 
# (32) SOK Sr REA 3-15 (23); JA x - h IÇ h, z — 0) iÇ 0 Wik 
EA KURT 1 — TREE, 可 将 特种 款 SI 

REMA ESI 
(vit) mm 
WESH RP BITE < 
(33) nl CA(e) =P (A+ La) (2) [V4 (0? — DIPL) 
可 得 加 法 定理 
(34) C*(cos# cosy +sind sin jr cos p) 


(34) HR) = 


(32) Ceos = 


= Yan. Hm) (nm)! LEUR 
mm (22 — lona 


x (sin )"C* ^ (cost) (sini) "C24" (cosip) C5; (eosg). 
PECHAR 
(35) ZAC ~ 22) (e) = (3 +n UE ail — na0 2) 
= (n+ 32)a01 (2) — EES 

(36) (m+ OO) = 0 —1) [8a (z) — Ca]. 

从 公式 (11), 以 及 内 (21) 和 (22) 中 超 比 级 数 的 线性 变换 中 
可 得 微分 公式 
37) (a2— Unien DEG? —1) 7] = (Urn! CH Coe? — 1) 247. 
SCHRANK 1949 DEREN. CHE RUPEE — T SAB OE} 
式 
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á 
(38) nif ei7c089 Q^ (cos 0) (sin 0)?^ di 
0 


一 2 at PAYG) (22), 0 27 Q2) 
K = COE 3F N 
(39) I'(A) C2 (cos 0) 


=. (Mm D(nd4m-2A) . 
_ Vin PART n EA) A6 — 
di " Pagny p ram +2 )0 — dav], 


0cA«1, Delen, 
( 见 Szegö, 1939, p. 95). 


10-10. Eh PTS 


勒 上 特 多 项 式 P, (z) RER HL ARN, SEEN) 
(1) a= —1,b=1, u(z)=1, X =1 — 22, 
这 些 多 项 式 又 叫 球 面 多 项 式 . Kirk, ERR a= B= 0 ent m 
多 项 式 ,也 是 Mm ERSTER, XE LE DESI, 及 更 -- 般 的 
勒 上 特 画 数 在 前 面 已 经 详 彰 讨论 过 ( 见 第 三 章 ) . 
© Mitt 
(2)  P,(1)-l1. 


因此 
(3) Pu(z) C (a) = P(x). 
OE 


14 
(4) h,= (n + V8) 71, k. = arg, <9 Er, T, = 0. 


n! 
(5)  K,—(-2)"n!, (n-- 1) A, — 2n 4 1, | 
B,=9, (2+1)C,= =n. 
(6) Àk = n(n-- 1), a, =, B, = n. 
(iii) 罗 特 列 恰 公式 


() Pal bei rie) 


198 高 a pp OB # 
(8 P,(z)=1, P,(z) ==, P, (x) SEN 
URED 

O) (D Pula) = 2n $1) xP, (x) af s). 
AFRIKA deel A 


(10) > (2m + 1) P, (z) P, (u) 


1 
=ni [ P, . (z) Py) — P, (z) Pai), 


微分 方程 

(11) (1—29y'—2zy'-rn(n4-1)y — 0. 

微分 及 积分 公式 

(12) (1-22) Pr) AË lat -zP,(e)] 
= (n+ 1) [zP, (a) — P,45(2)]. 

(13) Palæ) — P; (z) =nP, (a). 

(14) Phala) -zPi(2) = (0 +1) P, (a). 


(5) (at | P,( de= Pru (8) - P,-.(2). 


在 这 些 公式 中 ，Pakz) = d P(x) dz. 


ae AG-r'$ocop( am. 


(17) P, (cos 0) = > gA In—m C08 (n — im) O. 
m=0 


(48) P,(-2)=(-1)"P,@), P,CET) — GET". 
(19) Psm(0) 一 (一 ”gm Py Ui = 0. 

(80) Pin) =0, Pam) = (—1)"^(22u 3-1) gn: 
此 处 

(21) Eden) 


m! m 
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(iv) Rum: VH 10-9 (iv). 
(223) P. (a) — F(—n, n+l; 1; 1$ — lo z) 
-$^"gaP(—i5n, 1$ —19n; 15; a7). 
(23) P, (cos 0) = F'( — n, n41; 1; sin? 14 0) 
—(—1)"F(—n, n--1; 1; cos?!5 0). 
(24) Pan (e) = (-1) "opt" ( —m, m--15; 15; x?). 


A 
(25) Poma =(—-1)™(2m+1)9,0F ( — m, m + 3! 3 cl 


dm 
(26) dum Pa (z) =2"m! g Cm (x) n>n. 


有 关 勒 上 特 微分 方程 (11) 的 第 一 个 解 的 情形 可 从 10-8 (iv) 

中 得 出 ,过 一 第 二 个 解 就 是 第 二 类 勒 上 特 克 数 : 
(27) Q, (r) =w CG). 
ACA (— 1, 1) KREK IP RE 
(28) 2-"(2n--1)! (n1) Q, (2) 

= (xz—1)73F[n-F1, n+l; 2n 4-2; 2(1 — 2) 71] 

= (z4-1)7!P[n--1, n+l; 2n--2; 2(1--2)71] 

=g P(VS--n/2, 14-n/2; 35 +n; ehn, 
58-2539 LATE PK GE EE YI E A — 
"RIES (9) 及 同样 的 微分 公式 〈12)-(15). 但 在 Q 的 情形 下 ， 
这 些 公 式 中 ,7 二 0 ër. 
(29) DC Han 


(30 Q,(z)= ntt D Q)- ah tro, 


(34) Q,(z) 227-1 f (inte — t) ^3 dt. 


(32) Q,(e)=[ [et G2 — 1) en c] ar. 


200 高 R dd d D N 
(83) Qe Qc [ (eh Derne 

Re zz Ret, Im z = Im t. 
G4) Auge =P dt. 


(HOM än ARS 
(39) Ql) =Q, (2) PCz) 一 > (8k -1Yn - KT) Py- ape t). 
最 后 一 式 与 10-8(25) 在 a= 8 —0 的 特殊 情况 下 的 结果 一 样 : (35) 
AH ENA, M Hobson (1931, p. 53-54). EEE EO, (z) fg m 4-1 
FERE ERG XP BAR < 前 面 上 不 再 有 其 他 零点 . 


实 帆 出 一 1 至 工 的 一 段 是 One) 的 一 分 枝 切割 , 旦 


(36) 9,(€ +10) — Q,(£ — i0) = —mi P,(€) —1<€<l. 
384 ST LATE ARB) AE FACE SC ER FRI 98 — + 9€ , Di 
(37) ' Q,(5) IA (£700) +12 Q, (ë — 10) -l«£«l 
于 是 有 

(8) re ~1<é<1, 


AP HUBS By 76 SE fü, BS e>0, 60 时 的 
` f—s DN 
li . 
m (J +| .) 
EL 
(39) Y P, (a) 2" = (1 — Qe 2) -1<z<1l, lz| «1. 
n=0 
= 1 
(40) X py P. (eos 0) cent J, (z sin 9). 
a (— D" , 
(4) SS. 4% Py (cos 0) a?**1 — P(sin 13 0, p) 


t—tan!is$o, 0<e<lon, 0«O «m. 
前 面 二 个 公式 是 10-9 (29) 及 10-9 (30) men din — X nf JA 
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(39) 式 中 推出 ,PF(k, 9) 为 勒 上 特 第 -类 不 完全 椭 图 积分 ,是 窑 
的 模 . 
(vi) 积分 表示 式 


e ses 8 s ç “a 


* 
(42) P. (cos () =a} | (cos Ü +i sin Ü cos p)" do 
Jo 
= x=` | (cos 0 4- sin Ü cos o) "7 dg. 
0 


(43) P, (cos) —2 5g | (cos @— cos 0) ~% cos(n +14) o dp 
Q 
0<0<x. 


(d+ } 
(44) P,(w) = (Rai) | (1 — 2x2 +22) 6 z7 "1 da, 


(45) B,(z)-—(—2)"(2n2) "o — 23)" (z — x) "7! dz. 


方程 (44) 从 (39) 式 推出 ,方程 (45) 从 罗 特 列 恰 公式 遵 来 ，(45) 式 
中 的 积分 称 为 Schlafli 积分 . 〈42) 式 是 拉 普 拉 斯 第 一 及 第 一 积分 
BK, BY A (45) EN ERS 1818 pv ER 

z=x+ (22 — 1) e” - T<o<m. 

(43) SOK BARS. 可 从 拉 普 拉 斯 积分 中 痢 出 (Whittaker and 
Watson, 1940, 15-23 及 15-23-1 饰 ) ， 

(vii) Saken 

对 于 第 一 类 连带 勒 上 特 画 数 [ 见 3-4 (1) 及 3-15 (4) ] M i 
法 
(46) P(cos@) =(—2)"ml ge (sin 0)" C»: (cos 0), 
从 10-9 (34) 式 可 得 勒 上 特 多 项 式 加 法 定理 
(47) P,(cosé cos +sin sin jr cosg) = P, (cos 0) P,(cos v) 


n (n=m)! am n 
+22 mi PP (cos 0) Pr (cos y) cos ng. 


下 面 我 们 提出 一 个 三 角 和 级 数 屡 开 式 


202 高 uau 赵 st OH 


ca 


2 mim | 
(48) P, 1(cos0) = — > OFEN sin [ (n 4- 2m)0], 


n=2, 3, ee 
及 积分 公式 
a) [a 4p 2 
49) | ü-2)7 P2) dem s 
(50) | Pry (cos 0) d0 = mgl, 
0 
J Pome (008 0) cos O dg — m9, Imst 
0 
1 (—1)"(—18M) 
51 BI :一 ~ 一 1. 
(51) E am (a) da nn Rex> -1 
1 (—1)^(15—192) 
52 | AP. (z) da = 22m, BI 
(39) | 2 Passi Qe) da JEHAN Re A> 一 2 
”有 太 双 缮 性 展开 式 
=> 2714-1 
(53) 2 ayp P0 Pay) 9?1n2-1-In[ 2) (+)] 
—l«zx«ycl. 


10-11. AIDE XE 


有 时 (主要 在 法 国文 献上 ) , ond Ew T i Je g 
夫 多 项 式 . REEE AAPEA JAER R A BHi E He 
夫 多 项 式 . EA rp uS — 35 86 2E EISE £ JR SK 
AI ficii SP HE ER SAN, SE Menn 
(1) a= —1, b=1, w(x) —(1—27)?4, X =1 — zr. 
很 明显 ,这 些 多 项 式 中 ,第 一 类 T, (x) 4 二 B= —Vo MER 
项 式 的 倍数 ,而 第 二 类 U, (c) judi O= 8 =1⁄ 的 雅 可 比 多 项 式 的 
ABC. 又 ,这 里 所 说 的 雅 可 比 多 项 式 ,对 TL (e) 来 说 是 入 二 0 的 特 
种 球 多 项 式 , 而 对 U(x) ASE, DUR 和 一 工 的 特种 球 多 项 式 . 
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第 一 类 车 比 雪夫 多 项 式 的 正 交 关系 是 
i T,(&) T, (a) (1 — x?) dz = 0, MEN. 
-1 


如 以 z= cos 0 代 换 ,并 注意 cos ng 恰巧 是 cos 0 的 nn 次 多 项 式 ， 
就 可 看 出 T.(x) 应 当 是 cos nO 的 常数 倍数 ; 同 理 可 证 U, (a) 是 
csch sin (n+ 1) 0 的 常数 倍数 . 分 
sin (n -- 1) 0 

sin ? 
BINE SIRE. ISAS TA FS S C apak 
EEE. (EO Pa RAE TA 
Bj —2RGR tap RSA X: 
(3) T,()=U,(z) — xU, (x). 
(4)  (1—29U, (2) —-xT, (x) — T. (a). 

车 比 专 夫 多 项 式 是 入 ==0, 1 的 特种 球 多 项 式 . 从 10-9 (23) 
可 知 Cz 可 表达 为 车 比 雪 夫 多 项 式 的 遵 数 ,只 要 和 是 一 正 整 数 . 

G) 标准 化 

见 公式 (2)， 由 此 可 知 

(5) 7.) = VonC$ (x) = (gn) PY E (a), n=l, 2, ++ 


(2) T,(cos@) —cosn0, U, (cos 0) = 


(6) U,(a)=C1(z) = (29,4) 1 PO (a), n=0,1, ++ 
这 里 的 C? Và, 10-9 (6), g, M 10-10 (21). 
DEI 
对 于 PL, (x) 
(7) Am, hy = Ven n=l, 2, «+ 


(8) k,=2"1,7r,=0, K, = (—1)"2"nl g,. 
(9 A,=2, B,—0, C,—1. 
(10) An ze D a, =0, B, =n. 
对 于 UG) 
(11) bss Lg, k,—2", r. = 0, K, =(-1) "298 a! gy 


204 高 R aE BEE 
(12) 4,223, B,—0,C,—1. 
(13) | À,—n(n--2), a,=0, B,-—n--1. 
(i) Sap 
da) 2*(19), T, (2) = ( D)" (1 ~ 39 D^[(1— a2)^74]. 
(19) 9" (Y9), D, (z) 
—(-D'Q-1)(1—a?) Dl = RN], 
EHER [2, (x) 代表 T, (x) 或 U, (z) ] 
(16) ui = 222, (2) — 2, a 2). 
ré sed IR AA de el AX 


Qv). Mies Ge QD) m G9) ennan) — e tss] 


此 处 z 代表 T, 或 Un MAZE T, 的 情形 下 , 和 式 中 的 第 一 项 
(m=0) EREM. 

微分 方程 

(18) (1—2)y" — xy'-- ny «0, y — T, (x). 

(19) (1—2z)y' - 3zy'--n(n-4-9)y 0, y= U, (x). 

GU FAN MEER x 的 微分 ) 

(200 (A~) T(x) =n[T,_,(a) — 2 T, (a) ]. 

(231) (L-2?)Uh (x) = (n+1)U,_, (a) — nxU,(zx). 

Biz zt 

(22) Ty(x) => y CO D”mn-m-1)! (Ar) m, n=l, 9, ... 


= m | (n 一 w ! 
[n/2] (—1)7 (n — m) 
G3) U,@)= > Soe 


v) a 
(94) T,(x)—PF(—n,m;15; 14-192). 


3.1 x 
2273) 


(2z)"n-2m, 


(25) U,(z)= (n--1) F ( —n, n4-1; 
从 这 二 公式 及 10-9 (iv) 可 得 


cro iE 3x 4 TA CX 205 


(26) D^ T (z) = 2™ 10m —1)! nCT p(T) nz. 
(92) DU, (a) = 29" mI CRA) n>m. 


(28) Ti(x)-—nU,a(2). 
e) gem 
1-2? 


(29) 142 2 T (2 =; 


— 212 +2? 


(30) 142 Da T, (2) z^  —ln (1 — z+ z), 


n=1 


(31) >, U (z) e = (1— 2x2 4-2?) 1. 
n=0 ` 


(33) Yog,T, (2) z^ - 24 R31 (1 — cz + R). 


u=0 


oa 


(33) > Intl U, (z)2" = 2 R^(1-— zz + R) -M 


在 所 有 上 面 的 五 个 公式 中 ,一 1<x<1, |2| «1l. En HIT eR 
R= (1- 2zz +22)%. 方程 (31) 是 10-9 (29) 的 一 个 特例 , (30) 是 
回 一 关系 式 的 一 个 榴 限 情形 ; (29) 可 从 (30) 中 六 出 . 如 z=0, 期 
k=1% In 2 二 0. 公式 (32) 及 (33) 是 10-9 (28) Aki, 
e) pit 
FAR ESER SAS ERS E BE E EI. 
(vii) 各 种 结果 


(4) 22, C0) T, (o) = Pram (2) — Tus (2) n>m. 
(35) 2(233—1)U, .(x) Un-1 (€) = Ta (m) — T, (2) n>m. 
(36) 27,(x) U, (2) = Unten- (G) + Unon- CE) n>m. 
(87) RT) Uc (x) = Unm- (€) — Un=m-1 (2) n>m. 


(38) aL T, (a) P=1 +27, (2), 2T, (x) U,- (z) = U qa (x). 
(39) $(1—a9[U, (a) ]1  1— 2T, (a). 


n EN 
(40  $ Tao) = tott Us (c), D Tomer (a) 1 Us, (2). 
m=O m= 


206 高 级 超越 Hh NE: 
(4) 21-22) U, (z) —1- T, a (a). 
m=U 


(42) 320—249) Usa (2) Trula). 
BRAG X 06 yy Kal AHERE. 
ëmt 10-10 (43) 可 以 解释 为 勤 上 特 多 项 式 及 车 比 雪 夫 
多 外 式 之 间 的 一 种 关系 . 将 这 一 关系 倒转 过 来 , 特 刘 柯 米 (1935) 
KT 
(43) (m+) (+a) | (z —D 4 P. (Odi T,(z) + T, (2). 
-1 


(44) (n4-19) (1 — 2) |  (£— z) - P. (dt = T, (x) — T, (2). 
从 10-9 (21) 及 10-9 (22) 可 得 

(45) Pie mäer —1) — g, Us (2). 

(46) EPGD (Za — 1) = gr T, ax). 
Axa i iH 下面 的 主 值 积分 


uv) f (i-e) Qm TG) dy o xU, s) 


1 
(48) f (y— x) (L — yU (ydy = —zT,(x), n= 1,2, 
-1 


它们 是 三 角 积 分 的 衍生 ,在 积分 方程 的 理论 中 很 重要 ,有 时 又 称 为 
SR. 


10-12. 拉 甘 尔 多 项 式 


多 项 式 Le (2) 是 适当 标准 化 的 正 交 多 项 式 ,与 它 连 带 的 是 
1) a=0, b=00, w(x) —e-*a?, X =x, a>—1. 
有 时 常用 记 法 Le) RE Ze). 这 是 拉 甘 尔 所 提出 的 多 项 式 ， 
Lt (a7) 常 称 为 广义 拉 甘 尔 多 项 式 , 但 全 后 我 们 将 简称 之 为 拉 革 尔 
SHAK, 与 此 等 价 的 多 项 式 ,也 全 由 沙 涅 (1880, p. 41) 计 论 过 . 
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G) ideft 
我 个 将 宋 用 标准 化 公式 ka= (7-1) /n1, 8p RR e (7 1)", 
FAFSA RII ka= 1. 
(ii) 常数 
(23) nlh,=P(atn+l1), nlk,=(—1)", 
nr, = — (n+a), K,-—nl 
(3) (n--1)4,— —1, (n-4-1) B,—2n4-a4-1, (n--1)C,—n--a. 
(4) ApEn, Ap = n, B,= —(n-r-a). 
Gii) 关系 式 
(50 nl L(x) =en D" (etat), 
(60) L(x) =1, L4(x) —a--1— x. 
a. /n+ta\(— a)" 
e meo-e( eL 
(8) (w+ 1) Dra (2) - 2n--a--1—2) Lila) 
+ (n-4-a)L 4x) = 0. 
m! 
之 Fan al Li, (v) Ln) 
nz ne LLR) Dias) — Lt Go) LA (1. 
(10) ay”+ (a+ 1 — z)y' +n = 0, y — L2 (x). 
atl zx a 


(11) Ga’)! +(+- lb z= etaa o. 


7 


(9) 


(12) ei. z^) =nLi(x) — (npa) £*,,(2r) 


= (n-- 1) L& (2) — (n+a+1-2) La (a). 
(13) og kl 


n ni 
(iv) Sms 
tr WR 3 yI 5 6 AERO TH IE. MUERE 
(0) 有 


208 高 K NE D g 
(14 L*(2)= ("Wis & 3-1; x) 


LOO 
n! 


na Lg; 2). 
从 此 可 得 

(15) Z e(a) = - LEH (a) 

这 就 与 10-6 凶 的 G) 一 到 

(16) FU) ~ Lt (a)1= ie). 


还 有 很 多 其 他 公式 ,它们 是 贬 接合 流 超 比 西数 之 间 的 关系 的 例子 ， 
BER GERI (10) 的 通 解 可 从 合流 超 比 画 数理 渝中 推出 . 
(v) fid 


(11) EI = (1-2) exp — DEA 


(18) Y [T (n-a t1) ]7! L2 (3) ^ = (zz) "er J [2 (xz)'$]. 


(19) > Li (z)2" == e7** (1 + 2)* |z| « 1. 


n=0 


y a 
(20) Seren "EE L(x) Le (gy) 
ry vta (eye | 
JICO I, Ë W 


|z | «1. 
(DAGARNA E S RR, BJ AE or. JU 
(18) 是 多 许 所 提出 ,可 用 拉 普 拉 斯 变换 从 (17) 式 中 推出 .方程 (19) 
系 由 爱 尔 台 里 从 (7) 式 前 出 方程 人 20) 是 一 双 缕 性 三 画 数 ， 称 为 希 
HM 8 sk Ch Myller-Lebedeff, 1907). 

(vi) MIRRA 


* >» a 9 a 


MERE XH REIT FETT MAL pg IE AS AS), 


—(1—2)1 exp( — zt 
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HPT PERE HEIR DEP, HAARE (14) 
也 可 利用 ( 见 6-11 和 节 ) .在 这 里 我 们 只 提出 下 而 二 个 积分 式 


„29 


(21) m! Lila) setae | ert rte [2 ta) 4] dt. 
“0 


| (i+) 1 k 
(22) 2xi$"L*(z)-—(—1)^e* | — ect ( il. ) (1 — 23d, 


k=n+lba +14. 

第 一 式 是 6-11 (5) 的 推 葵 ER Ja] ATE. 

(vii) 其他 结果 

这 一 各 中 的 精 杂 是 非常 多 的 ,而 入 有 很 多 都 蚌 被 儿 次 发 更 的 . 
BUPA HE 2 pk BORER m LAS AURORE AF 

ERS 

FEW MESS (8) Z L, AF 
23) alga) = tat LG) - (1-3) Lt (a) 

= (n+a) Le (a) — (n —2) L2 (a). 

(24) L*& (x) = LR (a) ~ L2 (a). 
25) (mai LY (a) = (n1) Liye) — (n 4-1—2) Lie). 

微分 公式 及 不 定 积分 

f£ (5) 及 (12) 之 外 ,人 向 有 
(26) D'[a- lexp(—271)]=(—1n!lr "1 La exp ( — a7). 
(27)  D"[a*L*(»)]-— (n-—m+at+l), a" Lore). 
(28) n! D"^[e-v* D? (25 ] = (m+ n)! earn Le (x). 


mtn 


@ ec za due tLe) ~ Dea GO] 


La 
(30) Pat Hn) | (x — y) -tye Lp dy 
0 


—lI'(a-4-n--1) (B) x**5 Lit (x), 
Rea —1, Re 80. 
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GD | L(y) Lu Gv) dy — Lotaly) du 
= Lass) m Lmn+nt+1 (c). 
其 他 不 定 积分 可 从 拉 普 拉 斯 变换 的 乘积 定理 中 得 出 ， 
拉 普 拉 斯 积分 . 条 用 记 法 


CLE (t)] = | e= Pit) dt, 
于 是 有 


(32) Pie iere Let HD G - D? 


a! vëtntl 


|» Rea —1, Res 0 


(33) ml P(a+1) £ L te 
=P(8-r1) Die nt Uert B+ atl; s), 
Re 8> —1, Res»? 
(34) CUP (ke) ] =n! kHes-a771e-k^ pa (k/s). 
标 限 公式 | 
(35) L*(ax) =lim POO] — 22/8). 
(36) lim [n Lt (z/n) ] 2755 J (22), 


有 限 差分 公式 . 取 记 法 
A,f (a) — f (a-- 1) — f (a), Ay f(a) = A,(Azf (a)), 
n -—1,2,... 
我 们 有 


asa = C Dr (7) fem, n=l, 2% + 
因此 


(37) Zeie = (1) LEE) m Së 


n! a? *P(a--1) 
Dn Ee Duns EG 


(38) > Lët Lax) sei L(a) + (a2) Le det. 


第 十 意 OF w & WR 21] 


(39) D(a) = > (mnt!) (a — B) D$ at). 


n z 


(40) Le(av) = Y. ( WW arm (1 — Ain Lë (2). 


m=0 


(1) Y Iz) An) =L (e+). 
(42) nl Lile) Ls (y) 
=l (antl) > [m! P (a-4-m--1) ] 1 (xy) ^ L2*?^ (c+Y). 


MERA: RRO ATONE). AER BOR FFX a 10-15, 
FOAL DL ARB ASA SS BY BF 10-20 fi. 


10-13. 漠 米 特 多 项 式 


漠 米 特 多 项 式 是 与 区 间 (一 oo, 00) 及 指数 仅 夯 数 相 连带 的 正 
变 多 项 式 . 许多 作者 所 用 的 记 法 有 很 大 的 不 同 . du BO Ee 
简 形式 但 为 exR 一 2 但 在 数学 杭 计 学 的 应 用 中 以 用 exR( 一 22) 
较为 合 通 . 在 有 关 这 一 方面 的 许多 重要 著作 中 , Courant-Hilbert, 
Doetsch, Sansone, Szegö 等 用 exp ( — z2), 而 Appell 和 Kampé 
de Fériet, Jahnke-Emde, Magnus-Oberhettinger, Pólya-Szegó 
及 Tricomi Hj Hj eem — 19 27). 在 这 一 章 里 ,我 们 采用 
Szegó (1939) 的 记 社 ,并 把 漠 米 特 多 项 式 且 ,(x) 作为 与 
(1) a= =œ, b= co, (z) =exp ( —22), X =1 
相连 带 的 适当 地 标准 化 的 正 交 多 项 式 ， 

与 权 画 数 exp ( — 1227) 连带 的 正 交 多 项 式 记 为 He,la). 这 
SE py Bei BY FA Pay FE ee SL 8-2 (9) ] KER. 

(i) 标准 化 

我 们 采用 标准 化 公式 K,(—1)". 这 与 Courant-Hilbert, 
Feldheim, Hille 及 Szegó 3 Wr FN im — £r. Doestch, Erdélyi, 
Sansone San msn) 天, 一 二 
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ERRELE KEF AAR poa AEJ HR * 
项 式 表 示 . 
(2)  Hj,(x)-(—1)"29?^m! LER). 
(3) Himal = (—1)™ Pa ml alle). 
这 些 式 子 表明 H. (a) 根据 n OS BC er Of e v IS ERIS Ay 
mär EC 10-9 (21) 及 10-9 (22) RH CRESCE EE ETIK 
Wm". 

(i) 常数 

(4) h,= nl, k,=2" r,—0. 
(5)  K,—(—1)", A, —2, B,—0, C, 2-2n. 
(60 A,=2n, G, = 0, 8, = 2n. 

Gii) 关系 式 
() Ha) = Une Diren, 
(8)  H,(x)-—1, H,(z%) = 2x. 

[nj2 f _. I\m n-2m 
G) Hes E CITED 
此 处 [1/2] SEF n/2 gk, (n —1) /2, 根据 n EAR Ba Borne . 
(10) H, (£) —2xH,(x) -F2nH, (c) = 0. 
n HQ) Hy, fl au(x) Ay) — H (0) H, G 

(11) X H n E (y) _ (x) M m (v) 
(12) y'—32zy'--2ny —90, y= H,(z). 
(13) z"-- (2n--1—2?)2 —0, z — exp( — Uo x*) H,(x). 
(14) H,(—2)—(—-U' H,(x), Hua) —2nH, 4(x). 
(15) yn (0) = (—1)"7(2m)! /m!, H;,,,(0j) — 0. 

v) Aiit 

DR Ee AE XC TUE HE E EC SG, BAER UC FCRC, 
(16) H, (x) = 9*' exp(15 2) D,(2"* x) = 27W( — Ve n; 19; a7). 
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(17). m! Pr, (v) = "im! ( —m, 1; 22). 
(185. m! HL, (a) = (— ln (2m 4-1)! 2zd( — m, 35; 225, 
UE KARR TER 1.2) sh FL PEAS) CERE EN Jy FR 338 
Bof B bt HEC n PAR , 
(v) REMIR 


(19) > ET, (x)z"/n! =exp (2zz —2*). 


(20) — 1)" H,, (v)22n/ (2m) | = exp(z?) cos (2 xz). 


X 
(21) SE 


FD yng (0) emti (2m +1) ! = exp(2?) sin (Zez). 
Puer H (x) H,(y)=(1—22)-*exp Berge š 
方程 (19) SERA ARN a HEEB, (20) 及 (21) 式 可 从 (19) 式 这 
li, (22) 就 是 米 勒 公式 . 
(vi) 积分 表示 式 

像 通 常 一 样 ,图 黎 积 分 可 从 (7) 式 或 从 任 一 坪 画 数 中 得 出 。， 此 
外 ,与 抛物 柱 画 数 的 关 欠 也 是 可 用 的 ( 见 8-9 Wi). 这 里 我 们 提出 
TX: 
(23) eT? H, (x) = 2"+1z afe e~t" cos (2xf — Vo ma) dt. 


(vii) PAAR, H 10-12 (vii) fi m Hj. 


hi IR 
( — D)" m T | 
(24) lim | Hin 9] 一 cos z. 
( — 1) m ct -M a 
(25) lim |z amet EA = x sin z. 
积分 


(26) | ev H ly) dy = H,4(0) —e7" H, (2). 


214 高 Rm E E HR 数 
(27) [ HA) dy RDI UH, le) — Han (0. 
do 


(28) 


! 
ew H. xy dy = a (m)! g? — 1) m 
2m m! ; 


(2m--1)! | 
m! ` 


| eV y H maılay) dy = m (a? — 1). 


(29) [ eV y^ H (xy) dy —n*nl P. (z). 
此 处 P, (z) 是 勒 上 特 多 项 式 ， 
EZERA, 
OAPI = Cau) [| Ply)exp[ ~ (Ey)? Q0 t 


XE ERS u). 我 们 有 
(300 QE Hy) = A 2u) AE 1 Ru) z] 0xu «lo. 
(34) GLH, (y) ]= Qo)", GI [y^] = (22) ^ H, G). 

5r EXON : 

除了 (2) 及 (3) Db, wg 


Go SR) ale) Sail = (D'al L Gh?) 
(33) [| "LH, (y) P cos (2% ay) dy are 2*3 n1 L, (22). 


1 
(34) I (n-+a+l) | Oil, (2t) dt 
-1 . 


—(—1)P93az(2n)! T (a+ Ve) L2 (a) Re a> — 15. 
BIKE SPT, a — KE Es AE (1927) 所 提出 . 
有 限 和 
除 已 举 者 外 , 还 有 很 多 , 兹 略 举 如 下 : 
G5) È Mm!) ALC) 


= (9 n1) E Has QT — Hy (0) Hal}. 
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min(m, n) A 
(36) > ( — 9)*k! M MAC H , (a) = H,,,,(2). 
k=0 as” 


min(m, n) an "m ` 
(37) > 2 ki DI na) = Hy (a) FT, (2). 


GC k, 


m 


(38) > " Ay (Vx) Hay) = 2 Hac y). 


k=0 


m [2 
139) > ( x) H, (220) + Ha sy (2E) 


at ann 
(40) ur -一 Hn, (ty) «++ Ha Te) 
miter mys ty: ne, : 
(a crar) uu [am ot nto ede 
— H, 2 yu |` 
nl aie ab 


(35) 式 是 Demir 及 Hsü 提出 ,最 后 三 个 公式 是 加 法 定理 , PJ RR 
BI (LI) FREI. FE (40) Fb An EIER m …， 
m,, 它们 的 和 是 4， 

Ages PLB 

母 夯 数 如 (19) 至 (22). RRIF BRIN LM A ET A H 
10-15, BAD 61 008 kat FIL SCG HES OEC 10-20 Ei. 


HERES KIRE nco, 同时 zz 适当 地 一 1 时 的 性 态 匈 
10-8 (41). ?4 z 一 一 工时 的 性 态 可 从 10-8 (13) ERE LBS f XARA 
及 勒 上 特 多 项 式 的 性 态 则 可 由 10-9 (4) 及 10-10 (3) 式 得 出 . 在 
Boo B z 适当 地 1 时 , 雅 可 比 多 项 式 的 性 芒 见 10-12 (35). 

在 研究 雅 可 比 多 项 式 的 扰 窗 级 数 的 收 敏 性 的 时 候 , 以 及 在 许 
多 其 他 场合 下 ,和 常 须要 确定 雅 可 比 多 项 式 在 a, B, z 固定 而 ”一 co 
Dok HIIDCRA Boh 


T, (cos 0) = cos nÜ, x=cos 6 
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tpi E m RIETI UE z 在 区 间 ( 一 1, 1) 之 上 (9 实数) 或 在 
区 间 ( — 1, 了 之 外 (复数) 而 有 不 同 . nt. BERN SSPE 
研究 . 在 这 一 节 里 ,我们 完全 不 考 感 了 在 区 间 ( 一 上 1 之 外 的 情形 ， 
关于 这 一 方面 的 讨论 可 参看 Szegó (1939, 第 8 35D, ， 我 们 将 提出 
—1<z<1 的 荣 些 结果 ;而 在 这 一 凶 里 的 一 切 估计 在 任 一 区 间 
-1l+.<e<l-e (8>0) 上 一 臻 有效 ， 我们 也 将 给 出 了 是 在 +1 
的 性 域 中 的 若干 重要 结果 . 

所 答 结 果 的 证 明 或 者 以 旺 级 数 或 积分 表示 式 ( 如 以 积分 表示 
arm, DS DIR: PBS) SARA, eae LA BE BR Be (Darboux Jj 
法 ) 或 项 至 以 微分 万 程 (Liouville 法 及 其 后 的 发 展 ) 为 依据 ， 

SATE dE JA RERRDÉCRIE BI 
(1) P,(cos 0) 

GK ; eie — A Dee 
HOn), dat? 
式 中 的 o, 由 10-10 (21) REX. 
斯 第 耳 吉 司 用 估计 余 项 的 方 恋 得 出 了 一 个 类 似 的 公式 : 
(2) P,(cos 0) 
| ts n! Om _cos[ (n - m4 19)0 — (Tóm + 1A) ] 
m e (m+ Lian (2 sin Gym 


+ Ry (0) 0c «m, 


2 n! gy A 
3 Ba(Q)| m TELA Tannen 
OI Tiet: w (M+18),4. (2 sin H 
(4) A=2sind m sin? 62>14 

A= os OI dip sint ss 


因此 在 征 一 情况 下 1< A2. 
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^y 2 sin 971, DAT z/6<0<5=/6, 则 在 (1) 及 (3) 中 都 可 
4r M oo WIEN bay FTIR = f ETF K. 

对 于 oD, IEN 
(5) Pi (cos@) = (0 ese 0)$ J [m -15)0 | À-O(n^$, 
对 于 0<0<w 一 8 (8>0) BA, RATTEN 98 bJ JI BR, FU 
Szegö (1939, p. 189)， 勤 上 特 多 项 式 展 开 为 上 只 塞 尔 夯 数 航 数 的 展 
FAAA Szeg6 (1933). 如 杂 10-14 ID) AU a=B=0 特殊 化 ， 
FORHIEBT BS Ar DOES JUR SUR. 6-12 (6) 式 展开 为 只 塞 东 而 数 的 级 
数 , 央 得 


(€) Pula) = [4/ (843) Pe anD LJ (e) + È JA26) 


+ O(n79) ], 
其 中 
2(x--3)£ = (1 — x) (2n4- 1)*. 
Aj HEGRE DET E RARES AA, A W a AER Oe 2 
XX. 


(T) | CXeos0) =2 Sek X (n— re 


28 L (a e — 1⁄2 (n+ NT] 
(2 sin 9) ^*^ 


J-O(n7*-) 


AU, —1, —2, ++, Ui fl cm. 
7 (2). 4-0) Y u As 
[PO] Z, Gata) um 
cos [ (7 tm HA) — 1S (m 4- A) zz ] 
~* (2 sin 0) ^*^ 


(8)  Cl(cos0) —2 


+ Ey) 


O<A<l, 0 Ó c m. 
Tint) De A 
Pa UEFA), AF! (3 sing) € 


其 中 A m (4) 式 给 出 ， 


(9) | Ru(@)|<2 
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z, _cos{[n+ Vo (a -- B--1)]0 — (kat Y4)m) 
(10) Pr (cos 8) = ——— (mn) (sin Vo 0)%* (cos Lë Or n 

+ O(a) a, B KR, OO m. 

HEAT ay kiy — T fr A ASR FH ei E Rau 分 别提 

Hj, RH Szegö (1939, p. 191). dX Ajo (19500) 得 出 了 下 看 的 展 
FA 

" _ [ttz "Ne P(N +m)!(a+n+1) 
an Penn”) Baden 

x A, (Kk, Y5a-4- VS) [2/ (2h) ]^ 6( —5 — B, am 4- 1; e). 


其 中 

(12) k=n+lgat+h, N=n+at+64+1, zz-1—4z/ (2k 4-2), 
|z|<2|k], 

BAAR, A, 为 6-12 名 中 及 定义 的 系数 ,应 用 展开 式 

6-12 (6), Im WT He A Hi SÑ MI — + ELE Zi BC JE XC. 在 

a=B=0 Däi, EX (6) Ü<. 


10-15. 拉 甘 尔 及 江洲 特 多 项 式 的 渐 近 性 态 


上 和 他 的 一 般 襄 明 在 此 仍 通 用 ,但 因 区 滑 是 铸 限 的 , 帮 情 彤 要 复 
什 得 多 ， 多项式 在 一 部 分 区 间 上 是 拔 动 的 , 而 在 这 一 部 分 之 外 则 
是 单调 的 ， 

拉 甘 尔 及 漠 米 特 多 项 式 在 ?一 ce 同时 x 适当 地 一 0 时 的 渐 
SIEHE AS, In 10-12 (36) 式 ，10-13 (24) 10-13 (25) sk, 

对 于 实数 a Bléien v0, 或 在 0<e<z<co<oco 上 一 致 的 
情形 ,有 如 下 的 Fejér 公式 
(D Lie) =m tete He cos [2 (na) — YS am — Vs] 

+0 (ne), 

AAE HR CSL Szegö, 1939, p. 192) 加 以 推广 .， 秒 松 (1950) 
RE Tt SK, IRAE. 这 一 公式 在 x 很 小 


Si S 4E XE 4 3 X 219 
BER, 8713 tis AR BTA 
l'(àn.4- a -- 1) 
(14,5) 9! 

这 一 式 在 a> —1, 并 在 0<a<w<oo 上 一 致 时 有 效 . 在 (2) 式 中 ， 
BUM AS Al LE 
(3) v=4n+2a+2. 
3X — E Nee SE 

拉 甘 尔 多 项 式 在 ?一 ee 及 2 RZ AREAS, Sp JU Br dE 
者 ( 见 6-13) 研 究 过 . 我们 在 这 里 只 能 棋 据 特 刘 柯 米 的 论文 (1949) 
Bitte D. 特 列 柯 米 按 c 的 接近 于 0. 在 振动 区 域 .接近 于 ?或 在 
畦 调 区 域 而 分 成 四 种 情形 . 

展开 式 
(4)  nle-* L2 (a) 


(3) e aye La (a) = J af (vae)*] Ole), 


= P(n +1) (yz: /4) He) dëses Turn (tre1) 
是 6-12 (11) 的 一 个 特殊 情形 ,其 中 
(5) Aj =1, Ai =0, A= V5 a-4- Yo, 

(m-F2).45,5— (nd a-- 1) Az — Vov AS 4, m=1,2, += 
展开 式 (4) 在 复 变数 4 MEER a, Se TER 
项 的 大 小 的 阶 数 , 就 可 看 出 只 要 A< 时 zs 0(n5, Wok; (4) 就 
是 当 n—oo 时 的 一 个 渐 近 展开 式 . 这 就 建立 了 ZYz) 在 “接近 于 ” 
原点 时 的 性 态 . 

同样 的 展开 式 
(6) nl (war) f*e7*? Z2(2) =T(a+n-+1) S ASQ) (z/u) im 
X Jam (2LuxT%) 


ERBE 25 f E EAE FF (1949) AR, nn un. 划 是 特 列 
BK (1941) AR, 
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在 振动 的 区 域 中 , 0<x<v, BAHR mp 
(7) | zervcos?0, 0c Vom, 40 -—r(20 — sin 20) +m, 
并 证 明 , 对 于 问 定 的 O, 有 
(8) et L*(2) —2( —1)"(2 cos Hy)“ (av sin 20) € 
Dë 
x P AM (0) yy sin 20)7"sin (4-3 mz /2)-- 0n") | 
m=0 
其 中 
(9) AG(0)=1, APP) = 212 _ 
° ann 12 |4 sin? 0 
AGO. 的 一 般 式 见 Tricomi (1949), 
在 过 滤 点 z 的 附近 ,有 
Mg i 42 
(10) e L(x) =, [40 zl J |l;4 0 


e E ENEE 


— (1—3a?) SE 


10 
其 中 
(11) £-(4»/3)75(» — 2), 
3--5a P 
(12) Y= (—1)y'2* zer M vs grenz 


(19) ACE) = (z/9) @/3) {71512 (4/3) *] + [2 /3)*]} 
BEER, A) 是 ACE) mpi 
最 后 ,在 单调 区 域内 
(14) z=v echt, 0>0, 40 =v (sh 20 — 20), 
(15) et Lela) = ( — 1)"e7*(2 ch 0)" (xv sh 20) 
x px —1)" A (0) (14 v sh 20)" +00) | 
其 中 


(16) A(G) =1, Ali = dre: dug 0-39) deu 
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在 下 面 的 并 米 特 多 项 式 的 对 应 结果 中 ,我 们 宋 几 简 志 
Lin ` Au ABYC, | 
lon —1⁄ d n HAR. 

对 于 一 个 固定 的 实数 BEN TAKE Bud x) ,有 

(18) l(Y9n-4-1)exp(— 127) H, (z) 

=T(n+1) [cos (NV x —15 nz) + O(n) ]. 
斯 高 (1939, p. 194) fà i y EX 58 —J8 , Mm RET SX EL 
x. 

淡 米 特 多 项 式 在 noo 而 x 不 限制 时 的 性 态 有 Plancherel- 
Rotach 公式 (3zego 1939, p. 195), 特 刻 柯 米 的 著作 中 也 包括 这 种 
情形 ,但 用 的 是 10-13 (2) Ae 10-13 (3). ZEN CABE GIL E LUE 
AS PABA a= 土 W, HERE BH As IB BY 1521 JÉ IE 
m. 内 要 对 于 某 些 入 <%, Enr FE noo I RPT, 则 就 可 
WE EHI BETTE. 

振动 的 区 域 是 0< |= | « 2m", 在 这 区 域 里 ,我 们 可 用 展开 式 
(8), 取 a= £to. 在 过 渡 点 = 土 2m” 的 隆 域 中 可 用 公式 (10)， 
而 在 单调 的 区 域 jz| > 205 中 划 可 用 〈15) XX. 

展 为 球面 具 塞 尔 画 数 航 数 的 基 友 展开 式 是 特 刘 柯 米 (1941) 所 
提出 的 一 般 展 开 式 的 特殊 情形 : 

(19) e Har) ( — Lynn (14) a EHS ECH, (an) 


d7) N=®dn+l, m= 


(20) e™®”H malt) =(— Drau) (Bm) CONG. (972), 
其 中 

(21) Gle) =z] sinz, G.,(2) =27? cos z, 

(22) GaG) = ar), 7 = 0,1, 2, 
系数 C, Ai eng AR. EFF (19) 及 (20) Raki 
当 mooo BY, AE WE Bea ON, AIME LIK hk = 15 较为 方 
fi. 
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10-16. 雅 可 比 及 有 关 多 项 式 的 零点 


设 对 于 o. 8, x 的 所 有 值 ,路 可 比 多 项 式 以 10-8 (12) 式 定 义 ， 
Sta P(x) 在 区 间 ( 一 1, DEIRA Nia, B). 加 %>> 一 1， 
82. —1, 出 雅 可 比 多 项 式 是 与 权 醒 数 10-8 DIE BK 
根据 10-3 篇 可知 ,所 有 宅 的 天 所 都 是 音阶 的 ,昌都 位 于 (一 1, 1) 
Z E, K B 取 其 他 实数 秆 时 在 区 间 (—1,1) Lg. dm F 
BER. 


a=-n a--n4l a==n+2 ae-2  a--] 


Bse-n+] 


| Ben 
a, 为 实数 时 的 Ni(a, B) 

从 10-8 (12) 式 可 知 ,对 于 负 整 数 的 a, PO (a) 在 xX 二 1 上 
具有 一 个 |a| PARAR DHT CURES 8, 则 在 z= 一 1 上 具有 一 
个 |B| 阶 需 点 . 在 区 间 ( 一 so, 一 1 上 ,共有 Ni(1 一 a 一 8B 一 2n, B) 
WS MEKC, oo) EWIE Ni-a 8— än, a) TER. 
ix BEER BASE 3$ SiC D De EC OS EB S MEI, 

对 于 所 有 的 A, z fA SEARS SCL) 10-9 (18) EX. EM 
是 正 灾 的 ,如 入 > — Aë, METODE SEAR ERS, EL br TR 
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MY (— 1. 1) 2%. ^ ceni NEE 10-9 (4) 
式 从 雅 可 比 多 项 式 的 结果 中 推出 . 
正 变 雅 可 比 多 项 式 肥 其 特殊 情形 在 区 间 《〈 一 二 1) neun 
位 置 含有 很 多 作者 研究 过 . REOR T SORS WISE TE (1939, HE), 
近代 的 一 些 著 作 中 ,特别 可 参 洗 Gatteschi; Geronimus; Lowan; 
Davids, Leveson É Tricomi 的 著作 , 见 音 末 的 参考 文献 


Be 
(1) a-—1,8»—1,A»-—15, z=cosd 0«ÓO «m. 
MESE LE A I RT AU 
(2) Pie (eos Om) = 0, <<, <<, «m. 
(3)  P9(»5—0, -l<a,<a,_1<--+<a,<1, m=, = COS Op 
对 于 特种 球 多 项 式 


(4) <x“,--z,-, = 0, 
MN, pJ BAY F 3 K (1<m<!lon) REST. SITIER Jt 
多 项 式 
Lin = Tm (0, B, n), 
Tu T XB UE ERG, 
Uy = XR (M n) Erna Vo, 1-1, n). 

# m En EIER yo AR GC ETE, 还 有 套数 a, B 之 一 ) 国 
定 , 其 有 如 下 的 单调 性 质 : 
(5) ei, B, 1) | —1, 254 a—oo, 

z. (G, B, n) Tl, 24 Boo, mal, e-n. 

(6) >, (À, m) 1 0, 当 入 ~>co， m=1, +++, [lon]. 
XX E XC Hide CY kN, BPA: BEAR ACIES BF m i 
GER) AERC A WOKEN A> — 12) If HE A oo 时 趋向 于 
0. 从 (Š) Be (6) 可 得 On DY EXE, FRY A 10-11 (5) £ 
10-11 (6) 已 可 得 O,( 412, £14, n), 办 而 可 得 下 述 不 等 式 : 
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(7) | (2m—1)m x (2n-4-1) 0, (a, B, n) <2 mr 
— laa, Bel», LINN. 
(8) (m=) v/n«0, (X, n) «mz] (n--1) 
OSAL, lxx». 
其 他 稿 果 见 Szegó (1939, 第 6 35) . dua poc (1947) idi: 1E 
— BBC E Ka BS a FE AS BJ AB543228 Ep BS WHILE sr HE HH, Rb 将 这 
一 原理 应 用 于 很 多 夯 数 ,就 中 也 有 正 交 多 项 式 ( 兄 Tricomi 1950. 
Gatteschi 1949, 19493). KH Ay FRI PER EA WW Sr 
ANSEHEN FR [HE 1-14 (5) EE EK 
RULES EUIS ZR ER EIER [ FR, 10-14 (12) aa TR. 
EA 5] FE Se BCS Ze x RT HX 1077. (7) A SE P 098835 
公式 中 推出 . 
雾 眠 的 数值 及 勒 上 特 多 项 式 的 克 列 司 托 费 耳 数 , 见 Lowan, 
Davids K Levenson (1942, 1943). 


10-17. HHPRAKBSRKHEA 


对 于 a 及 Zz 的 所 有 值 ,由 10-12(?) 式 定义 的 多 项 式 在 a> 一 1 
HHE n MER AE -n<a< -1m HA [n +a] 4 iE3E C ifii 
在 a< —n Wr RISE ERU 24 a= —k, k—1,2,--- n, WW TE c—0 
kb. RU — REF (a--1),«0 HIH Rn ix UTI H: 
i PETRUS, PAJEUE REOS PUMA TS ETE TAE, n 次 漠 米 特 多 
HARA n IRRE REPS 

关于 正 交 拉 甘 尔 多 项 式 ( 印 a> — 1) RER JÑ A; E 
RADE SE ART 2 , BY Ze FF Szegö (1939, 第 6 72) 及 Greenwood 
与 Miller (1948), W. Hahn (1934), Salzer 及 Zucker (1949), 
Spancer (1937), Tricomi Sënn 2It 


(1) a» —1, z>0. 


SIS 正 交 多 项 式 225 
将 Lx(x) not, 因此 
(2) Lëtze) =0, KTKT L e an Tm = x, (a, n). 

对 于 固定 的 m, n, 可知 tm 是 o WOT Ud E, 宕 点 的 境界 兄 
Szegö (1939, 第 6 章 ) 及 W. Hahn (1934). fetta SHAK RR i OK 
特 多 项 式 的 活 近 表示 式 可 用 以 求 堵 点 的 近似 式 (Tricomi 1949). 
从 10-15 Qi RE SRBI 21, 我 们 应 分 别 三 种 情况 “第 一 种 ” 雾 点 就 是 
n—oo 时 m 保持 有 界 的 那些 雾 点 ,这 些 寄 点 可 用 10-15 (2) CHR Hl 
A. UPR ”的 雾 点 是 noo 时 |m — Von] BREITEN, 
可 从 10-15 (8) 式 推出 .“ 最 后 的 雾 点 是 noo 时 了 一 中 保持 有 
Mmes, 可 从 10-15 (10) 式 推 出 . 所 得 的 近似 式 给 出 了 印 
使 在 n Dën, dar m = 10 BI dL SES FH ASI rg SE. 

HE FN e] FE DH Grëng MA 1077 (07) 式 中 六 出 . 

拉 甘 尔 多 项 式 L. (2) 08 9& 2] i] CAR H BOR AE Ou. N 
Salzer K Zucker (1949). 


10-18. 经 典 多 项 式 的 不 每 式 


关于 一 般 正 交 多 项 式 的 不 等 式 及 其 在 经典 多 项 式 中 的 应 用 ， 
R Szegö (1939, 第 ? qm). 

在 用 10-3 iger TEN RT F Hud ny um EB. (RS 
Szegö 1939, 定理 7-2). Be w(x) AFEMELSE Th IRCH 6[ a VR, 
HY [w (2) J| P, (x) | 在 b[a] LäSSIHIE mm (a, b) 中 的 最 天 值 . 

EX — s XU JT BCER COS W SIB A TE 2 Ae EL ÜN LO 
可 得 出 下 刘 不 等 式 : 


(1)  |P,Q)|sl —i<r<l, 
(2) [(1—2)/Z se** | P(e) | «1 —l«c«1l,az-—1.. 
(3) ee r (x) |< zn 


不 等 式 的 男 一 来 源 束 是 沙 湿 -小 利雅 定理 (Szegó 1939, 定理 
7-31-1 及 脚 赴 ) ， 如 在 微分 方程 
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(4) [kley] Hha 
中 , ka) Ro bla) AREKEA, An k (a) bla) AA, 
|y | IRRE CATS) AAR &(z) ó (z) SE ST LHF 
ARW. 

F AAS ER BY ak RAS REN , Ë E H: iri EC AS Ji S fk 
4r FE Ja hv A Ok EE 

|P,(z)|, nz2 # z ph 0 J 2 LEKER AU — RY 
Aj [3X BE SEE y Ask (1)].. (sin 0) | P, (cos 0) |, n>2, 在 0 由 0 
RE Voc WR Re AI (rb). ot Da 
BJ, PYAR SER , EN 


(5) (in 8) | P, (eos 0) | Dëss ee 

此 外 ， 

(6) PLE) | Yen Q2, -1<z<l 
对 于 盖 根 堡 多 项 式 

() max (Ot) | e 010) KEEN, x0. 


(8) max nnm 


— m Ae D, X Tg ROI. 
(9) mar |Amıl)] <UL OMHE HAI Qs [t 
—m —l5«A«0, 和 不 为 整数 ， 
(10) (sin 0)*|C7 (cos0) | (Van) "L"Q2]"*, 
0<A<1, (eem, 
IEN H ARA Ar 
(11) q= max (a, B), 
而 得 | 
2 十 9 一 
12) max | PEA) | =max Pyrat) = ("FA"), 


a —1, 8> —1, qz -s. 
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tn 一 1<o B< — 44, Bil | P^ 9 (2) | 的 最 大 的 标 大 是 最 靠近 
= (B — a) / (G+ B4- 1) 的 二 个 中 的 一 个 ,而 这 一 极 大 在 n9 o0 
时 是 n Benn. 在 % 很 大 时 的 许多 估 值 中 ,我 们 只 提出 下 面 的 一 
个 : 


a 


(13) dom Peor) = O(n?), q - max (£m +a, 2m + B, m—1%), 
z 


noo. 

对 于 特殊 的 拉 甘 尔 多 项 式 Lu, 我 们 已 有 (3) 式 . 从 这 一 式 应 
用 10-12 (39) Ok 8 — 0) 就 可 得 L5 的 境界 . 结果 是 
(14) |LzGa) |< (a4-1),(n1) les, az. 
(15) |Z2(x)|«[2 — (a--1),(n1) 1] ez, —1l<a<0. 

Bram Hr BL 0342 EB, Ww Hl oy A Ee PROBA WT FE 
TFAAR. 

KH FSER a, 

env te | Ln) 
EKR, AM 2%% 十 a 十 1>1, H. 
z>max {0, (a?-—1)/(2n--a4-1)), 
AULUS — 968 FT. 
e ghath | EA (z) | 
的 逐次 票 大 ,只 要 x0, H 
x?2>max (0, a — 1⁄4), 
REIT. 
e^** | Li (a) | 
WRK o> —1, 
0« x«(2a-r-1)(22-4-a-4-1)/ (a 4-1) 
H ftu — ERE IMA a> — 1, 
v2 (2a--1)(2n-- a-- 1)/ (a 4- 1) 

ir BUanu ET EAN, 
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e Hi qo T2 (a 
WK Ae LG 0x cx 2n tat cN p RE E 
a>an+a+t+l>o 

Dau: 3838 FF 2. 

Pr AS Fi zx 9e quet Ap np Ace B ESOS S ar P: 
对 于 实数 % K B, AB v0 时 

c a? | Lae) | 
PIERRE AS PAL EHER RE FF 20), AR 
48(B — a) (a — 2B) + Qn+a+1) (3a — AH -- 31)x 
—(a—28--Aa?- 

是 鱼 的 或 正 的 来 决定 。 

新 近 估 值 见 Szeg6 (1939, 定理 7-6-4); 这 一 佑 值 的 校正 订 从 
特 刻 柯 米 展 开 式 10-15 (4) 中 求 得 . 

汉 米 特 多 项 式 的 境界 ,可 从 (14) Ae (15) AH 10-13 (2) X 
10-13 (4) 式 求 得 ， 还 可 人 参看 Sansone (1950a). 
(16) exp(— Ina?) Ayla) | 2?" m! (2 — In) 
(17) exp (~ta) | Ama) | 9n *? m - E13)! Oma 
其 中 
(18) = (V8), /n1 = (an) + O(n). 
H. AFTREE] 
(19) exp (— 1927) |H, (x)| 52^ (nl)'5, 
Hop k Ay ERSTE tog FEE (1931) FE 1.086435. Hp 
HS (1950) Bet Jour F 805 la BS BEN. 

从 沙 涅 - 波 利 雅 定理 可 诈 | Aue) | Be exp ( — 19x?) |H, (a:) | 
在 v0 WY ise EHE A. 

We Den FO) | Pye) | 998 PAD) Bek BOR f(a) 
I -- ERSTER, (5, (0) 为 正 净 多项式 的 一 个 序列 .从 水 
涅 ~ 波 利 雅 定理 进出 的 箔 果 , Grm pde nom su FIER] ji,; 的 
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音调 性 质 . 对 数值 表 的 研究 ,使 J. 托 特 对 Hrn E n SEE T n HR 
增 时 的 音调 性 质 作 出 了 革 些 推测 ， 下 而 的 一 些 和 结果 是 以 后 旗 明 
的 . 对 于 

f(z)-—1, plx) = P,(z), 
并 计算 从 c= 1 BEER BTR (1950) 分 证 明 当 n RET AI, 
Begs ny 是 "DMR. WCS (1950) 则 证 明 这 一 精 果 对 于 了 所有 的 
a>r Hl 都 正确 ， 对 于 

f(z)-1, p,(z) = Cl (z), 
W EJ (1950) arm n! pu, /P (m+ 2X) 是 n IRR. XJ F 

f(x) =e, p(x) = ali 
J. 3645 (1950) arm ue, RH r 为 奇数 或 偶数 而 为 7 GS EE E Sr al 
P. Rea 
u, = P, (z) —l«z«l 

满足 不 等 式 
(20) ui—u,-u,,,2"0. 
斯 高 对 这 一 不 等 式 提出 了 儿 种 证 法 ,并 谣 明 这 一 不 等 式 亦 为 下 蚤 
Uu birie bé, 


1, = CT) Der / A) as -1<ı<sl; 
u, = La(2)/ D5(0) =n! Li (a) / (+1) w zz; 
u, = H, (2). 


TAT SX HE PAR or TT BED, 修正 和 推广 ; DATE 26 e 3X 2 ú 
素 的 行列 式 从 山下 启 作 者 研究 过 ,其 他 有 关 研 究 也 从 由 他 们 提出 
过 , 计 Madhava Rao 及 Thiruvenkatachar (1949), Sansone 
(1949), Szász (1950 a, 1951), Beckenbach, Seidel 及 Szász 
(1951), Forsythe(1951). WHAEA J. L. Burchnall (1951, 1952) 
的 著作 . 
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10-19. JE JT NS 

将 一 个 已 知 的 “任意 ”或 解析 两 数 展 开 为 级 数 或 正 交 多 项 式 
的 问题 , 常 被 提出 而 详细 讨论 过 . 这 -- 题 日 本 来 不 在 本 书 范 国之 
内 ,但 概 覆 地 指出 一 些 较 重 要 的 结果 还 是 必需 的 . REAR WEA T 
ZH Szegó (1939, 主要 第 IM), Kaczmarz É Steinhaus (1935). 

设 Lp, (2) 1 为 一 正 交 多 项 式 系 , 属 丁 区 更 (a, b) E BJ F ER C 
w(x). i£ 10-1 及 10-2 名 的 假设 在 此 仍 记 用 ,以 LL, p> dms 
ER f (0) 类 ,对 于 这 一 类 而 数 ,人 字 比 司 积分 


[Arch it von da 
存在 且 有 限 . 分 
Q) A=] Lege) P(x) de 
Q) amh | ii pala) da 
i g RM, 
(3) Zap 


为 f G) RFEREMAR o, (0) T nëm ere ORL) An 
RAR noo 时 有 


(4) [ | f (2) — s, (x) |? 26 (z) dz—0, 


RISE (SE Zw Wika f(x), 这 里 s (z) 28g OS n Wn 
Am. 

在 到 中 的 逼近 问题 已 在 10-2 Bis ii E, A pk Bh ku E. 
中 可 知 ,对 于 D$ 的 任 一 丽 数 FR), WBE (a, 0) 有限 , 划 (3) 在 
12, 下 收 敏 于 rte, du DL Keg hg N Si, fr rh Pollard (1946, 
1947, 1948, 1949) 及 Wing(1950) 研 究 过 ， 对 于 10-8 (1) B53( ot 
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Jt £38 X, Pollard #91 f 24 
(5) a> —V6, Bz» — Vo 
K 


atl B-+1 atl B+ 
6 4 
(6) max (Is MEET (s ut IB =) 


BY ERE Li PAPE. xp PAREL, Ty 10-9 0D, %4 


2 入 十 1 2 和 十 1 
7 A>0, 2-2 Wë 
Q) M06 tl SPS 4 


BY EXE IE nues. Ata oT S ETE AA w(x) = 1, 期 当 


4 
(8) q<P<4 


时 , 它 在 到 Peg, 

在 10-2 入 中 已 指出 ,无 限 的 区 间 将 引起 附加 的 困难 . 不过. 
对 于 w> 一 1 的 控 甘 尔 多 项 式 及 对 于 漠 米 特 多 项 式 , 唱 冯 证 基 它 们 
在 p= 2 时 仍 在 Lo, ileek, 

我 们 称 级 数 (3) 在 一 个 固定 的 z -下 ,或 在 一 区 间 上 收 敏 于 Fo 
是 指 在 这 一 固定 的 z F, 或 在 这 一 区 间 上 的 所 有 z 上 ,只 要 noo 
都 有 

8,(x)>f (x), 
这 里 a, (a0) 仍然 代表 级 数 (3) 的 第 n 个 部 分 和 ， 这 种 收敛 型 (和 
MRR PRA) Be LL Magd RE SOS. f£) Jn ag Se ns pd 
PRR. 

Rau (1950) 从 研究 过 次 数 f (a) 展开 为 w> — 1, B> 一 1 的 
gp ped eR CHC pa, en f Co) 是 连 入 的 ,并 其 有 分 段 
REX, ND FP AER IP IK TE fib E D Lenin 60 
BCE f (a). 

拉 甘 尔 多 项 式 级 数 的 阿 培 十 (Abel) 可 和 性 合用 Caton J£ 
Hille (1945) 用 拉 普 拉 斯 积分 研究 过 ， 
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类 似 像 10-14 (1), (7), (10) Ae 10-15 (1), (18) flip Akt, 
HE UE f TESS RETF AS Do RC AE IET potus MB y aK 3 r gk zn Bid m oe 
AR. SOCAL le] cht mn Bor ETE TB ES 
多 项 式 的 间 等 收敛 性 定理 (Haar, 1918) 作为 例子 . 

fo) |? (px RI (一 4 1). ETE AERE S (0) Bune f(x) 
EIA eh be BSS IFA EAR, o, (00 X3 f (cos) 
BRIE AT Es HE Pik BOP SA n PIS IS noo IN, 

s, (cas 0) —o,(0) 0 (<Ü <. 

ZF Zei cht ve FHL, a p] E E yz sk kak Sk Ae F. SR BJ JH 
VA it ite TE. EJT. weng H: br AR, DM 
We sie tt az H Szegö (1939, 第 9 章 )， 期 高 还 提出 子 有 关于 这 
A EE ALE s PE ix I wenn. 

PRAT VR bunn tb HERE IE £ J K $ CE A 
EL Ay 18 ei RRA ATI f TT RE tr EE ER AT HC 
ANH) LIEBER ARSTER JU SHA (a, B> — 1) SUE. 任 一 在 
FE — ^r M [B] al Dër LES EN pa Ak TE Be, PJ AE H ai Dr 
DOP BIA WE 3 O PAE BY JO ROC OF? nu gu (a, 82 —1, VÀ 
Szego 9-2 fi). 

EN H 352184 587 F rer Bic IE Sedi En — 4 H6 97 
fx, HAS EE RENT IR Biol ELS d D d as 
f — A. EXC RIEN. It SERE 
FINE AS ROK BLA CS Wa pi RER í Tua EC bk E 
Jo ORTUS 2 SEE Enns MOTOR 多 项 式 
级 数 的 问题 信和 由 Pollard (1947 a) 研 究 过 ,有 展开 为 汉 米 特 多 项 式 级 
数 的 问题 由 Giuliotto (1939) 及 Hitle(1939, 1939a, 1940) MEY sp. 


10-20. 展开 例子 


4E3X — DE ,我们 凋 刻 出 一 些 正 交 多 项 式 级 数 , Ens frr PA €; 
WEPA TABS. ERE ES. OK ,拉杆 尔 多 下 式 的 情形 之 外 ,其 
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他 这 样 的 航 数 还 是 不 很 知道 的 ,但 在 下 面 所 举 特 刘 柯 米 提 出 的 几 
全 例子 孝 可 以 弥补 这 一 缺口 . BORE 4 B& TP KS FH Be AE Mk A 
10-19 (2) 来 计 算 的 ,这 里 常 可 应 用 罗 特 刘 恰 公式 (或 其 推广 式 )， 
用 10—7 区 第 二 段 所 讲 的 分 部 积分 法 求 简化 积分 手稿 . 
在 下 面 这 些 公式 中 ,有 关于 合流 超 比 夯 数 及 有 关 夯 数 的 如 法 ， 
LL 在 本 书 第 6, 8, 9 Sir, V akii 


雅 可 比 多 项 式 级 数 


记 法 见 10-8 gi, BRAM) EMBER o. B> — 1, ha fi og 5C 9110-804). 


(1) wma " -PEPA PH A(e), 1l<r<l. 
此 处 
De 
H. 
= ere zen? fi (1 — a)* (14-24 


—(l-cx)(1—a)]dx. ` 
注意 :在 (L) 式 的 和 式 中 ,实际 只 有 对 应 于 1 的 奇数 值 的 天， 

(3j. 一 x)" 二 2*1(g 十 ?十 1) 
—p«min (atl, 13a4-34), -l<a<l. 
(4)  e'"—($y)-orm- EEN Nar), 
—-Ll<a<l, 

其 中 
k=1y(a—B), mo n4 T (a-- B+ 1). 
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bur 10-8 (29); I4 FE RE EW Bre HL Watson (19345, Erdé.yi 


(193? à) K Bailey; ACH Jk F HIE Kee 4X, H Ba- 
teman (1904, 1905). 


Ei ok RES! 


记 法 见 10-9. HEC, 的 定义 见 10-9 (7). 


(— 1)” (A) mi " 29 
G) sgnu=4 > a (2m 4-1) (2m 4-2 4-1) m! DRE "imi t) 


À> — 15, -1<a<l. 
(60 (A r) =2 aA P(A) P(&- EP +14) 


e atA) P) 
x 2 t Dlin--2A--P--1) 


如 À>0, A) —e«i9(L--F1), 如 一 区 < 和 0 B| —e«54-A. 


C(x), —1<r<l, 


(7) ew=7 (NM)(l ent ntal¥) Che), 
—l<r<l, A470. 
(8) (ysing sin RT, (y sin d sin #) e cos? cos? 
xS alanti) 
É9545y-*]'() Fe 
Vt PO) eege 
X Jua (y) C3(eos h) Ch(cos 0), 0<d, Üc n, A70. 


() wii £T Q) Y (wpa) z^ Z^ 
X J, ,, (z) C. + (Z) CA Ceos p), 


|ze**| <|Z|, œ =z 4- Z? —22Z cos, 
AL C, (0) = c, J,(@) + cx J -, (0) 
Erbe RÄ (Watson, 1922, 3-9 i) JrBeib MOTE — FE MPR. 
如 c4—0, DU Dr Dn T- 2, Z 的 限制 可 以 取 销 ， 
bur ane LH RR BC AAG Ire 10-9 Air Beil) xe 
RE dE (1933, b). 
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Brees ARR 


记 法 见 10-10 Wi, WE ga 由 10-10 (4) REX. 所 有 展开 
AGE ATS Rk ABA iert, ox 0<0<x (Xe 下 有 效 ， 


de) ee De 


mit), P>-1l. 
( I5 P+ 159,444 We ^ 


SEA 
(11) slesgn c= D (1 m(Qm 435) ) ` Pons E), 


(ERA 
p —1. 
、 — 2 1 — 
(12) (1—a)'— 22; nrl (>P) P (a), p> — 3. 


n--P--l +P), 


, | ; 2€ 4m El 
(13) a ay tas n - > (Zim — 1) ($m 4- 2) Im Pa) |- 
e | 


(14) 1907" [cos*(1 $5) — cost (190) J == 3 eins P. (cos 0), 
i 0O<b<d<n. 
(15) In[1+ese (1409) => (m +1)—1 P, (eos). 
dE 00), (8) 及 (9) pA A= 15, BOA GL A REIKI ET. RE 
HE 10-10 (v) 及 (viii). 
E TARR 


šq 10-12 f. gu a —1, 20. 


(16) =I (a+P+1) Sr Le (2), 


—p«1--min (a, loa — 14). 


(17) w@+1) Hine =2(a+1) > an ACE 


236 S Ot H XA 图 e 


(18) —e*'"Ei[— max(z,y)] = > (w+1)7 L, (2) L, (a), 
x, y> 0. 
(19) erT (a, x) = > (n+1)-17e(a), 


(20) e*t' zy) T [ay max (x, y) ] Y [a, min (z, y)] 
n! 
CE (WED) 0), OO D). 


(21) (ay) *e" * l'Da, max(a, y)] 一 有 (ay x) (a, y) /T(a)] 


oo 


n! 


= 2 eer ala) Lily), 0. 
2 UFa ari a (T) Lay) £, y> 


(22) ein =] > LL, æ) — L,- (G) ][L, QD) — Lu]. 
n=1 


(23) (ay) retten gariyfg, eit min (x, y)] 


eo 


x! 
"a mer). R 0. 
ST nab) "orl Dry) e a> 
l'(a--1, x) _ 
4 v 
- (n —1)! 
cute EM) aan 


e Pia n4 1) 
HE (24) 式 中 ， H (2) =0, 15,1 根据 2«.0, = 0, 0 iri. 
(25) yilas) Ten CC] 
m cd! n! , 
和 / . Le . 


n=0 


(26) I'(a) Vla, a-k lis) = D (na) "1 Dm), al: 


lS 


_ —m (J | BELA —- V (a)n n Te-l 
en ages c T) re, 


£20, |y| «1, c>0. 
拉 盾 尔 多 项 式 的 其 他 级 数 , 兄 10-12(v) Rt (vii). 展开 式 10-14 (11) 
在 B 2g — C L 这 一 nn 时 ,就 是 一 拉 甘 尔 多 项 式 级 数 . 
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汉 米 特 多 项 式 极 数 
artk K, 10-13 Bn 
(— Ke DM 


Q8) [pec RC! Y (Le SS SI mp P>-1 
D 1-1 2P - 2 2 P), 
QU) Ielwen HATT S Core UR SUL, uen) 
m=0 
p> — 1. 


Hien 
` * Erfi [min (x, Uy] = Y — 2 ee, 
GU) æ iL emm] my mtl Zm 4-15 (208 + 1)! 


X, yz. 

| EAS 
y2 I 
(31) exp ORO ) Dy, (a EL P» (m —») 292m yy | 


m=) 
iH S (— 1)" Hama) 
i mm 
(32) exp (14422) Dapp) = Wë = £, (map) nl 


aq y _ fi z nm 


(34) eQ er " Ay š SO Hims (T). 
TEAGUE 10-13 (v). 
Phd APY a] EASA HUHN) Y Fp BES hE g 
FRE SLES BOF Ta RS CERE. 
Ti nf Fe ESE RE 
浴 数 用 分 部 积分 法 计算 出 来 . 其 他 例子 见 Brafman (1951). 
(5) — A (JH 10-9 (4) ati 
(6) ME) JH 10-9 (4) 31H 
(7) 从 (4) 用 10-9 (4) Witi, Watson (1922, p. 368). 
(8) Watson (1922, p. 370) 
(9) Watson (1922, p. 365) 
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hy EARS B sh ARB 

418 4 94] r- nT MIR e Aka EB BAR BY 
用 公式 10-10 (3) 3pIB. ded aT ep iy d 
SE hl f nf 23 Tricomi (1936, 1939-40). 


(16) Tricomi (1948, p. 332) 
(17) Toscano (1949) 

(18) Neumann (1912) 

(19) 9-4 (5) 

(20) 9-4 (4) 

(21) Watson, (1938) 

(22) Tricomi (1935), Doetseh (1935) 
(23) Erdélyi (1936) 

(24) Tricomí (1948) 

(25) Toscano (1949) 

(86) 6-12 (3) 

(2) 6-12 (5) 


， 扩 甘 尔 多 项 式 级 数 的 一 些 例子 , 匈 Erdélyi (1937, 1938). 
(28), (29) M (16) 用 10-13 (2) 及 (3) 导出 
(30) 从 (3) 用 10-13 (2) X (3) 六 出 
(31), (32) Trieomi (1950 a) 
(33), (34) A (27) 用 10-13 (2) Ae (3) 导出 ， 


10-21. 正 交 多 项 式 的 某 些 类 


除了 逻 暴 正 交 多 项 式 之 外 ,还 有 很 多 类 特殊 正 交 多 项 式 , 光 佣 
都 全 被 人 妖 组 研究 过 .在 这 一 节 里 ,我 们 将 略 提 其 中 的 儿 个 ,对 于 
SISE up LAIME, RP ERER A a, 对 于 那些 向 不 易 过 
Bis SHAK, WIEBE DEEA E, 
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S. S98) T E G. 斯 高 多 项 式 


这 些 多 项 式 属于 区 疝 《 一 上 12, EPI mr ao (a) 取 如 下 
形式 之 一 
(1— 27) 74[0(2)] 7, (L-—2*)^[0 (2) ]71, 
[(1— 2)/ (1-2) J'*[P (7) ]71, 
其 中 P(X) 愉 为 ?次 人 的 多 项 式 ,在 —1«r«l LAE, WRAL 
耳 公 式 10-3 (12) 提供 了 这 些 多 项 式 与 某 些 雅 可 比 多 质 式 之 间 的 
一 个 关系 . 
这 些 多 项 式 是 由 斯 高 (1921) JpSESLEE gh e] T (1930, 1932) 
ZE AMIS MN Szegd (1939, 2-6 €B). 


E. 希 英 及 N. 阿 却 才 多 项 式 


PRAYING FEH (0, a), EMSA ur A 
(1)  w(zx)-—[v(a—2a)(b—:)]^5, 0<a<b. 
"ESET EMRAH., 

ZA (1878-1881, 48 — Jp, p. 294-29 6) EWI n 次 多 项 式 满足 
下 面 形式 的 微分 方程 
O Wen gute) e) eE 


+ [a+ Be —n(2n —1)x?] y = 0, 
M 
h(t) — (a — 2) (b— x), 
H. 0 8, Y 为 一 定 的 第 数 . 这 一 微分 方程 有 四 个 正则 再 奇 点 ,因此 
是 Heun 方程 类 型 的 
WT (1934) PE TK (— 1, D EIER EIER, Dre 
(3 3, iS 
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fie—2| [(1—2?Xa—xX5—2)]^75, —1« v«a, sk 5« c«1. 
10, a «vx b. 
此 处 —1<a<b<1, c Khi p a K b. EAR Katy S ER B] Eq Be 


w(x) = 


F. EHFTRSAN 


最 近 , F. FAFE TREES RA, "Can X Ht 
正 交 多 项 式 的 推广 . HA YEA EGG BUR SO FA HE FER 
EXE — RE PS D OR, TIER RS i d 
失 得 太 强 ) , Pile Sx e ESC TE AE EI NT XE SB Si 
的 某 些 “不 规则 ”现象 的 重要 例子 . 

ppm za b, 》 都 是 实 参 数 , a> |b|, > 一 1. A 
(3) —l<x=cos t<i, 0< 0 < x. 
FPR Im RTE 
(4) t= (acos 0--b) /sin d= (ax+b) (1 — z2) 1, 
多 项 式 Pie a, b) 可 依次 定义 为 
(5)  P*—0, P=1. 
(6)  nPj—2[(n—14-A4-a)z-4b] Piit (n-- 24 — 2) P^ ., —0, 

n=], 2,- 

Zä dE AJ AMAA (A= 14 的 情形 见 1949a, Re A0 
$A 1949 c) 所 定义 ,并 出 斯 高 (1950a) 所 研究 . 有 儿 个 有 关 多 项 式 
4t, T th SEAT sE (1949 b, 1950 a) 研究 过 . 

以 2" Fe (6) CHA, TAS FREU COS — + FR L9 DEA e 
(7) > P(x a, b) z^ = (1 — zet) 7 it (1 — ze) it, |z| «1. 


£j 10-9 (29) Ae 10-10 (39) CH BERRA RH EPS HE 6: K qp E 
特 多 不 式 的 关系 为 
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(8)  Pi(50,0)-C;(x), Pitas 0, 0) = P,(z). 
这 些 多 项 式 是 区 并 (4) EMER, KHA 
(9) w (x; a, b) = 12? le mt (sin 921-1 | N+) |2. 
P(x; a, b) Æ v BET —1 X 1 zii n— co 时 的 渐 近 性 
ex Erben PA E, 
DAE DARE EAC (7), BRAS DUTIES (6) AT Dam 
(10) ml P(x; a, b) = (2d), el ut n, Apit 924; 1 — e777), 
3X — LA RB SERRA REEL E DIETE va BTA JR ST AR 
的 来 源 ， 应 当 指 出 , (Weër Ik D 并 不 满 是 任何 微分 方程 ， 
不 同 入 值 的 P; 之 天 的 联系 公式 可 从 (10) 式 得 出 , 犹 似 合 流 超 比 
SUC ng SX F. 
Yer jr ve AEG ARS fF (1950 0) PS ACT Ey SKS, 
(KH SCAB a, 0, 0, A, Hop 
(11) a>!bl, 2A+c>0, c>0 
5k a2 b|, 2A+-c>1, e> —1. 
FA (3) X (4) 的 记 法 ，P?(w; a, b, c) 满 是 
(12) P1 = 0, Pi=1. 
(13) (w+e) Pi—2|(n —l--A4-a--c)x 4-0] Pi. 
-- (n4-2X--c—3) P* 420, n —1,2, ++ 
AE FIA BE BC 3e hr Te VE REI REAL Spy A de 
区 间 (4) Ef IE AO BB 
(2 sin 9) ?-1g(9701 
2al (2A -+e)l(c+1) ` 
x |P(&-F eit) |? |4F,(L.— Ait, e; e - Ait; exe) | 72, 
MARR 13) P 作为 RT TER FH. 根据 这 
一 方程 ,就 可 将 Pr a, bo NS der AT IHK SCH 
JE Sirop, il H rh BS S kE BAP 


(14) w(x; a,b,c) = 
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u PR EE EEN 
” fieiai 1)(22) 
| D(.— ADOPT i) 
um l'($ —2X) 
X4,F,(1—24—c—n,1—A-4-252—2X.;1—26e7?*) 
所 得 的 表达 式 为 
(15) P(x; a, b, c) = 


een Pi( —o—m, A+ it; 2A; 1—e 2°), 


B (2 sin I *exp|i(2A+ce+n—1)0] 


AB, — A BS 
A,B,- A B. 
TESCRUEX P EAE 2A Ti HREN, 3 TOS. 2% 为 烷 数 上 时 
正确 的 形式 也 是 可 用 的 . 24 c= 0 时 4, 0, 这 时 (15) 式 简化 为 
(10). 

Jet I remm noo, 普 拉 齐 克 (1950 b) 提 
HH T Ax Pha; 9) 杀 , 其 中 参数 
(16) A>0, Deem, 
(02) Ph-0, Pi-l. 
(18) nP;—2|[(n—1-4-A) cosp-4- x sing] Pii 

+ (m--~2+2)) P!.,-—0, | n=l, 2,- 

ARIAL, LE PLAET M (6) KETEL BHP p {CO EI a (Ç 
t 而 得 出 REL BOA 
(19) > PR pje” = (1— ze) (1—2e7*)^7—7i*, Iz] «1. 


n=0 
BL BOS 
(20) w™ (x; p) =m (2sing)?-te-G-?»?7|P (AT £z) |2. 
BE 4 Jp Ct n JH ES pik Sa tn BR 
(21) m! Pile pj = (23), e P,( n, Atiz; 93; 1 — e72i, 
IX BE BIAS AK (EU (1934) 及 京 (1949) 所 提出 ， 他 们 给 上 


了 一 个 以 有 限 差 分 表示 的 公式 ,类 似 于 时 特 刻 恰 公 式 (Toscano, 
1949). jg 


ÒF (a) = P(x 180 — P (a — 151), 
dh F (a) =ò [ôP (2)], k = 2, 3, see 
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于 是 有 

ue g) = C D" 980 Yon, z) 
Qm Pa) = GT, a) 
其 中 


u POK aza) 20 
Cs ©) = oer esch I 


10-22. 离散 变量 的 正 交 多 项 式 


: 章 的 下 余 儿 和 节 里 ,我 们 将 简略 地 刘 出 几 种 正 交 多 项 式 系 ,其 

rp, 10-1 ingredi a (z) 是 一 跳 跟 页 数 , 标 积 的 定义 可 用 
10-1 (3). a(x) PEMA Ae zo BUM EMEA Be j(z), 把 a (z) 
在 zx 一 zi LOREM Jr). 因此 , 标 积 的 定义 可 用 
(1) (91, 9%) = > JE) Pr (Bi) Pa (z), 
BIER ISCH M Laera JL Bhi SCE. RP RT BENT i 
TEAS, H. 2, jz) 是 有 限 的 . ACHE IL BH AE AIR 10-1 (2) 
TEAM E RUE P IERTARE (1) 也 正确 . 

我 们 将 把 zi 作为 整数 ，a< z, <b. hide LS mi 
蹈 丽 数 是 比较 最 常见 的 ， 与 它们 连带 的 正 交 多 项 式 对 应 于 离散 变 
量 的 经典 正 交 多 项 式 ,其 中 有 很 多 已 详 天 研究 过 . 


一 离散 变量 的 多 项 式 
a b J (x) 名 Se 
0 N-—1 1 Hab 
0 N prg KR P H] yë 
"ien F R 
0 oo ell as 
(B) (7), 8 
O se ai, WS 
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ie IR K UA AS NS VE pr qum pops i. 类似 
于 罗 特 刘 恰 公式 的 有 限 差分 
(à) m) LE JG)] M LG XK) 
eX(v—n4-1)], 
其 中 K, 为 一 常数 ，X(z) 为 z MBH, CM RBA Me EF n, 
A Arif fn] 25 4-58 13 : 
(3)  Af(z)— f(z--1) ie, 4! (2) = ALA" 7(a)], 
n=l, 2, .-- 
Z A-ERELMERSRAN—TRTE 凡是 具有 一 罗 特 列 
愉 公 式 的 任 一 正 交 多 项 式 系 都 可 以 转化 为 上 列 系 统 之 一 Hahn,， 
1949, Weber 及 Erdélyi 1952). KAMEN 10-6 gott, ZER 
3X PE AEG YE 2 PERTH] (2) eS BR AS” KREN, 此 
外 , 苹 画 数 方法 也 是 可 用 的 . 


10-23. 一 离散 变量 的 车 比 去 夫 多 项 式 及 其 推广 


HERRER t, (z) EAN ZIERT (BE Ih 
会 遇 到 .其 性 质 见 Szegö (1939, 2-8 Hi), Jordan (1921 及 1947, 
第 8 章 ) 太 其 由 所 提 到 的 参 堆 文献 . 

% X K F cht 


(1) so) =a a C). n=0, 1, =, N —1. 


n 
N-1 
(2) Yt. (x) t, (o) = tl 3N (N? 15 (N? — 92)... 
EA 
ONT n?) Sans m,n-—90,1,:-, N — 1. 
XJ APE A 中 心 值 ” 
3) t,(M -1—2) =(-1)"4,(c). 


E “1 一 15 
EIN) 


m m 
n IN _ 
tomer (da N — 19) = 0. 


SEE o ee MR 345 
(9) (+2) (e N +2) AL) H [$x N --3—n(n4-1)] At, (z) 
—n(n--1)t, (x) —0. 


HERA 
(6) (m+ lt. a (z) — (2n-- 1) (2x — N --1)t, (a) 
RON? — n*)6, (a) =0, n=1, Zen 


与 勒 上 特 多 项 式 的 关系 
(D lim N "t (Nz) = P,(2x — 1). 
Nao 


IBA RIOD Piae topi 


(8) P(B, 7,8) = r a N, Een 


y 20 e 
(9, p.i al adl) “baler 
Te. 7 n 


Bax 24 HA 

(10) p,(z;1,1— N, 1— N) =t, (x). 

WERE IIE LNT SE 45355 (1993) un SE ET, SA) 
Hahn(1949) ores. ER TEENS 


af _ (BO). 
(11) J (z; B, 7, Š) m EIOM 
W 
az 


(2) p(z; B, 7,8) = 5 Ron, =x, B+Y—8-En: B, Y;1). 
MUS — T URTEIL C920 Wielt. 
ESET JE SAAN KRY 


(13) lim Y7*p, (785 OL, Y 7— B) = [ pe mae +r). 
Y^ 
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10-24. 克 罗 却 克 及 有 关 多 项 式 
与 儿 率 葵 忠 二 项 分 布 相 连带 的 正 交 多 项 式 是 有 克 风 却 讽 
(1929) 所 提出 .由 Aitken A Gonin (1935) 加 以 研究 , EIS & 
APE EL ul Z+ Szegö (1939, 2-8-2 Gn). 


Hx. 
(1) p>0,q>0, p--q—1, N XEM. 
AE SL, BERE UH Be, TE 28 FE EE 


(3) biet ELO! oy [el 


nl pyy? (r—n)l (N —z)! 
n=0,1,:--,N. 


(3) Jj (x) = ($) pa 


(4) EIE k,e) kala) =[ Lane, ry m=O, 1 ey N 
2. 7 X) Enl T) RR EU cl, Du ^mn* Py t= U, 1, testy ` 


(5) k, (a) = q" Ë SEI v— N;vc—n;-—p[qQ). 


(6) Ze 2" = (1+q2)°(1- pa)". 

显 表 未 式 表 明 SE SENT IE SALAM SE 1508 K dy 多 项 
AEI lt) G # AGS fr lé BIA ANTIKE K UH S¿egó (1939, p, 35, 
36). 

p-q--Vs 的 特殊 情形 , erri Gram(1882) 及 Greenleaf (1932) 
WISE. 


多 项 式 
nal fet). 
(7)  m,(x; B, c) ay. c 7*7 4 E 


从 由 Meixner (1934), Gottlieb (1938, 8 — 1) ACH fe Sëtze SF 


第 "fr iE 2 SZ /ñ =< | 247 
(FL Hahn, 1949. p. 32 PWE RR). "EIE EUR HL eL 
的 推广 . 
(8) pe; — N, —p/q) =n! E, a). 
Wide, RA, 正 交 性 质 
(9)  m,Q B, c) = (BH) E (=m eleng c1) 
= (B), F(—, ~z; B; 1— 6). 
(10) Zei =er(ß),/a! 
GD Yum, (i B ejm B, e) TAT 
B»9,0«c«1. 
xg, Pur 
12 (B), m, Gs B, e) = (B), m. Qus B, c). 
(13, Ð (060) Si EM 
| |z| <min (1, |e]). 
MET BIH E SERT He, lt Rés XJ X 3e , dm 
T: 


(14) m, (x; P, c) =n! Däi 8—n—z) G _ 1) 


C 


(15) limm, (E B, o) =n! LE (x). 
eil 一 


(16) lim (= B] m, (s B, - 3] =n! Lz-n(a) 


一 (— a)" o, (2; a). 


Hänn, V, Meixner (1934). 
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10-25. 查 莱 多 项 式 


在 菜 多 项 式 是 与 儿 奉 再 验 中 稀 布 事件 的 泊 松 分 布 相 连带 的 正 
交 系 ， 售 有 很 多 学 者 研究 过 这 一 多 项 式 ,就 中 有 Meixner (1934, 
1938) 及 Doetsch (1933), 有 关于 这 一 系 的 性 质 见 Szeg5 (1939, 
2-8-1 Bi) £ Jordan (1947, 148 fifi). 

VERE UR SC, SE, IF. 58 FE Pt 
(1) f(a) =erar/z! a>0, x=0, 1, 2, + 


af von 
(2) ea) =", an : | 


at^ (an)! 


(3) Mien (a; ae, (2; a) = an! Sny 


EIERE 
& aal UU ICH 


rl (=a, 


(5) Calz; a) = 


e wp Elh nth a). 
: co z^ E £ 
(6) >` c, (z; a) me (1-7) lz] <a. 
< n! a 


—^T OBEVE BEI H Meixner (1938). 
对 称 性 , IIe, PED TR 

(UI la) = 0, (n; a). 

(8)  ac,,4(2: a) + (£ n — a)e, (x; a) +ne,.1(23 a) = 0. 

(9)  ae,(r--1; a) + (n — x — ajo, (2; ai -- xc, (z — 1; a) == 0. 
从 显示 示 式 (5) BFR — shr HR SH KEK 

(10) c,(x;a)-(—2a) "n! Li (a) 

LK FETE BIKE A, ELE 10-24 (16) 中 给 出 ， 
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第 十 一 章 球面 及 起 球面 
调和 和 多项式” 


11-1. WE 
111-1. £ E 
我 们 将 用 矢量 
(1) Tas (2, a ZEE p=1, 2, 3, a 


Ae XLEXIK (4-2) 条 空间 的 一 点 , 并 把 zu vus cocus 的 一 个 
ou ug uU). Xr E nue guo Io! xx r. 显然 : 
E] erm Qoi Lët +h 49)" 

在 11-7 Bh, RPH ETARA R, Adi Po aw 
的 矢量 ， 因 此 , RA llh 及 loli Apt AERA RE EUR 9 (^r ix 
BS. 

TE (p-4- 2) MESH Ebo KI 2, 部 超 曲 而 7-1 上 的 一 点 
uf jii fr AC 1 
(2) E=r t= (Ui €> oes Epr2) 
来 定义 我们 将 用 字母 E, 2, CAE UB. p + 2 个 分 量 的 单位 矢 

WO = (Yo Vn ttt on )ERZT ACC, APR 1 K Ó 的 内 
FHRA 
(3) (5, D) = zy, H va Yat ttt pt 
对 于 相交 成 0 J W l Ka £, 7. MH (£, 0) = cos 6. 

4r KAND EU XB ji CBI S BIET RU ÉEPERRETE). HR 
EIA Bh ae SCR HC HB diy A CE, BI Ze YF Birkhoff 及 MacLane 


O {cK PMU INR, 我们 条 用 了 G. Herglotz MARKE iae e Lg 
BARS ASB rhs Ay E 7 s BA EP qu EX AC E. 


254 HO A AS K D 
(1947). SERIEN FR dm M 为 及 有 有 一般 元 素 AKC 大 
=1, 2, 0, p-- 2) 的 敌阵 ,期 M 的 行列 式 将 记 为 
det M —det b. 

BRATEN Ai ir T Mb P— T XBER O 有 
(4 O0 0-I 
其 中 0' 359i O feret, Wë: O 是 正 交 的 。 出 此 可 知 OO" 也 
Mk. 在 一 矢 最 上 应 用 短 全 0 或 M 所 得 的 矢量 将 攻 为 
OF wx Mt. — D O 是 正 交 的 巨 要 笨 件 为 :对 于 所 有 的 有 
(5) (Or, OY) = (Y, 1). 
了 可 用 性 里 TS = 2 (对 于 所 有 的 Y) 来 定义 . 

Tis ar: ren I PW BRR HM Y 50 — + Úq £, HA 2 
P(E). (Apa £ EENEG EE 

BRINE THR FQ) X E AS EE 
"HUE SEXO 有 
(0 f(O) =f). 
同样 , 我 们 称 一 个 二 变 矢 的 面 数 为 正 交 个 变 式 是 指 : 对 于 所 有 的 
5.9 及 所 有 的 正 交 短 陈 OTTO, Oo) =f, 9). 

有 时 我 们 要 用 到 起 球 覆 坐标 

r, Ou Op $, 
定义 为 : 
rz, =r cos 9, 
z, =r sin 04 cos 0, 
z =r sin (, sin 0, cos 0, 

(7) 
2,=r sin 0, sin 0, +++ sin 0, , cos 0, 
LO sin ñ, sin Ü, «++ sin 0, cos 办 
LX, 43 = r sin 0, sin 0, --- sin 0, sin é, 


其 中 r>0 
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(8) OS6j;<a(j =1, 2, ---, p), 0x s. 2m. 
在 这 种 坐标 系 中 ,Pp 十 %, MENS RAT ICE Zu 
(9) aV —r?*(sin 0,)* (sin 0,)? 1. - (sin 0,) dtd 0,- dO, dd, 
fmit rca d£ 期 为 . 
(10) dQ = (sin 0)? (sin HAAPT, (sin 0,)d6, - dO, deb. 
Q QA Vii ét WA ESNSESETLAI, dic nm A 


oo „oo 


„2 v . ` 
| ... | exp ( — xf — see — Tipo) ls e ya 


RHR, Ie 


、 PA HP 
1D os E 
OD nuer 


AVX HLA E fidi TAE ED II, 4 BD TF 35 
Ay des (2 十 2) ME, (o +1) ME, 或 p MERRER., 

定义 于 Q ERU T BOO ROS ie E IA dC — 4 EH 
数 F(E). 表达 式 


a2) [rd ao 人 
DÉI 
36s (p+1) 重 积 分 , um (2), (Q) SOIL ++, Op 6 Rm 
的 分 最 式 及 (10) 中 dQ (E) 的 对 应 式 代入 , Un REOR He — RE 
分 . 
u Pp (€), FO) 为 定义 于 Q 上 的 二 个 出 数 ,并 设 


[re © aaa 


i 


Tidi ET AS BK PEN FS) TE DE) EIER. AMEA E F 
文中 直接 可 以 看 出 那个 是 变 秋 ,那么 Q (S) RUTH py Q. 


356 —— 高 QE 超 越 % 
du THER, um caus ir ie hr OA T 4 hoo tn 


ER ER EL 
Q3 deat net ta, 
我 们 有 
14) A[rk2, bm 一 | + n M jy) 
在 正 交 变换 下 , 算 符 4 ET EX 
p+2 092 p+2 
-3 -Y 5 y=08 
k=l ax? for Oy 
此 处 O Bas IE 2 PE 
APR Et BEAT 


or 8 
ppl l Í pal E. 
(15) du 1 27 U 3; u) 
! d d 
ción? fs P. 
-p r7? (sin 04) 20, 0) 20, «| 
a 
+r? (sin 0,) 7? (sin 0,)17 "z (sin 6, (de? 20 «| 
uo. 
d 2 
Asin O sin 0,57 "sin OP ~ - " KÉ "3 ~ et .. 
-- r7? (sin'Ü,- - -sin 0,.,) (sin 0,) mm «| 


-F r7? (sin d -- sin 0,) 2 — tt. 


om 
11-1-2. SRESAÄR 
(An F ng REVR BE: 
(16) (1—3at-E t?) = S Cz (air »4:0 


nod 
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Ek £JlioX. Szegd (1939) Fa BAH PP (Qo). HEA (1877, 1884, 
1890, 1891, 1893) ett RE WS v MESS PRES HEA Wi Ft 
BUSH B 3-15 节 ， 这 时 我 们 只 组 研究 2» 28 — 8E BS 8 AZ, BD 
2v — p=1, 2, 3,--+. 在 这 种 情形 下 ， 


Vl d! 


(17) Ci (m) = Di dai P, (2) 


di d'H Aen 
~ m DIODI dant? Wh) 
9-1 ditt 


M t+1 ` 
(18) C, (2)= 1! (n-+1-+1) dat! T aya (x) 


这 里 2 =0, 1,2, 


27^ d 
19) — 


)uQ4F. n, n L; L; lg — 152) 


E n XI) EASA Lm 
20) Tæ) =h {le ia ed) + Rider 


(21) =,F ( — n, n; Ye; 1⁄4 — Vox) 
(22) = cos (n cos! x) 


An KR i £f N. HSER SIAR v = 0 时 的 特种 
BR BHA EPIRO 
23) ln (1 —2te +2) = > (n 4-1) T, a (a)i, 

从 (20) R m n = 0, 1, 2, 可 得 
(24) [e+e (1 UT qup 一 Dei 

Fiat DIL Tua). 

对 于 任意 的 > 寺 0, HAT 

a8) ne 
| Qv), 


(v 4-1 EMA = 


(1— ade, 


此 处 
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(a) 1, la) = alati) (atn—1), n—1,2,--- 
Jj Fg (25) 是 3-15(3) K 2-8 23) 的 一 个 推论 . 
FE (6) KHI o, 11-2 (2) A A (n, p), RAR OR SSN IE RE 
FUR 
(26) N= u [C19 (z) 2 (1 — 22) 87072 qx 
7-1 


O 8*al(n p) ` 
(On (p+ ER) [P (18 p) ]* 
与 (p+ 1) 维 空间 的 日 位 球 的 六 面积 


Dota t lap 


OO FI Sp) 

及 数值 

| nop PHD! (pal Dëst: 
(28) CUP AL) = nl(p -Di n! 一 (一 1) m J 
LERMA Fang 

(a9) ON eek) Alt 4? 


CH (1) hin, p) Ont pi ai 

Ad Bib ZS KG AEB fi Appell-Kampé de Fériet (1926). 
Ce? gU F bia su k'u = 0 [(p --2) MEAS Ok] 的 特 解 ， 
其 详细 研究 见 A. Sommerfeld (1943) Æ W. Magnus (1949). 


11-2. ËB n $C 


Tis Tott, yas HIS] n A EIDA D.C e n RMR FHS, 
因此 (AE) — A* H GO, HARE HEU; ER AIT, (Y) = 0, 这 种 
多 项 式 称 为 % KAMEN, WR, r” H, = HC) 是 超 球 
面 2 sk r= 1 E8$g—^ WERTE, du RT EAS 0, dh 
的 三 角 多 项 式 . 凑 记 法 见 11-1 f. 

形 如 Aut f(ryu==0 (rli BAe 2; Fe WB — R.O), (Ë) 
BRR ZX S(r) Mr Beng RAT, we. HOO B. — 
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任意 nä hn rm, Kri 是 常 微分 方程 


ay nl co nat pr ]R=0 


7 
的 解 。 HU OCI de at. SP p+ 2 个 变 } E Tis Lay ety To+95 SEAT 
I 

2) hm p) = Qn p) ERTL 
^ ERES » AM BIS, 

A Y MEWS A ,我 们 人 先 求 计算 (Pp 十 2) 7 zie Bic x PET 
n A eX AXXa gin, p). MIR 
(3) g(m,p)—g(n, p—1)-4-g(n—1, p—1)---**--g(0, p— 1? 
(4) g(n, 0) —n-r-1, 
ifi 2 (n, p) gud (3) 及 (4) 唯 -~ 地 确定 . 


(m+p+D! ("n 
nl(p--D! | n 


& DE DES fel H, input TRF FAT, Ka? 
PAIK SHS, Ab, EB (n — 2, p) 个 独立 的 条 件 , 且 . 
(6)  h(n,p)2mg(n,p)-—g(n—2, p). 

Mem, g(n —2, p) 个 线性 狸 立 的 多 项 式 

vi PLL x3) 

并 不 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,其 中 P RAE n-—2 RERE, DI 
yt 
(7) A(n, p) Sgn, p») -g(n— 2, p) 
这 就 证 明了 (27. 

除了 在 n=0 的 情形 之 外 ,没有 一 个 调和 多 项 式 在 所 有 正 交 
变换 下 是 不 变 的 个， 但 存在 有 一 个 H.C, EEH CREPE Dr EK 
的 一 点 回 定 的 耶 些 正 交 变换 下 是 不 变 的 . 因为 对 于 所 有 使 7 At 
MEREM, Fi (Ot, 7) = (X, 7), 因此 就 是 可 以 证 明 下 而 的 预备 


(5) gn, p)= 


o o Polyà 及 B. Meyer (1950) ae T — 2E Ti GA] äng, PEE SERI iU 
fr—ELAUSUCCSERT V RETEN, 
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定理 : 
es XT ig: — DENTS 7， 存 在 有 一 个 而 凡 只 布 一 


e o > 48 38 8 a 68 ë ù -.- L 1 ? e ** G 9 6 t 0 t ë >+» 


(i) H,Q) suet pr p (z, 17); 
(i) p,Q-1 
这 一 多 项 式 为 


os LS OPE m] 
& Herm ec 


Bin £—t/r, H CT, dn 11-1(16). 

由 于 CZ (2) 将 根据 2 25 IB u emp IRRE Ty NE 
dcn DI (8) 式 的 在 边 是 rer Vpr DÉI SEI IH 7?" 就 不 一 定 
如 此 ， 因 为 CTI #0, Ke (8) deus E Gi). IESU LC 
HY (i) 可 确定 HQ) (Um Chr GAT, 因为 H, (X de n 2 
FREA LICHE K UA 

CoQ, 0)" e 7, nt +c, r", 

其 中 Co pur, C, 是 第 数 . 

由 于 AZ, =0, KM 11-1(14), 对 于 m — 0, 1, 2, [EX 
X: 
(9 | (n—m)(n—mc-1)e,4- (m--2) (2n —m —2 E DP) Gens = 0 
H. 
(10) c,= 0. 
D. H, nf Aa Co K 017 03m 2:0 来 唯一 地 确定 . 为 了 构筑 T, 
注意 从 11-1(14) 有 4r-P= 0, 因此 对 于 所 有 的 r, 有 


(11) den tz Y a ail "* 10. 


ix. r= £71, AU £2n2E 
(12) [1— 8(£, reper? tr]? 
KRITERIEN TR. REN Tim 
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1 对 于 p=1, 是 正确 的 . 在 p=0 的 情形 下 ,我 们 可 不 用 
11—1(16) 而 从 11-1(23) 入 手 , 从 而 可 知 在 p —0 时 ,替代 (8) X 
的 是 
(13) r? T (£, 7)] 
它 是 一 个 多 项 式 ,其 存在 由 预备 定理 1 Hm. 
现在 我 们 可 以 构筑 n» 次 线性 独 并 天 和 多 项 式 的 一 个 完 全集. 


Era 


(14) Ha ky, Vp eat tts Usa) 
ARM m KAT IER MA BAK Er RT to s meus 可 以 
PAR /的 所 有 一切 值 , 必 在 
(15) 4[(L 一 22 十 人 2 在) ^75? Ha, ,] = 0, 
这 -公式 可 以 帮助 我 们 在 已 知 p--1 doe du UP e A AURI edi 
式 的 时 候 , 可 求 得 2 十 2 T xe ub RS Uri gr X DUAL UN A 
h (m, p-- 1) 个 线性 独立 的 多 项 式 Hmo BJ iS A (Qm p—1) ikk 
性 独立 的 多 项 式 HQ), 'EdE z, nm IG, n 
(16) r° CRE? s fm) Hs, 2, 
其 中 m—0,1,2,--2. 由 于 从 (3) AR 
h(n, p)=g(n, p) — g(n— p) 

可 得 
(17) A(n,p)-—h(n,p—1)--h(n—1,p —1)-4---:-Fh(0, p—1), 
故 从 (16) 式 可 得 所 有 的 E, (z). 

因为 
(18) (TpritiTpt2)” 
粗 成 线性 狸 并 的 Hn p 的 完全 集 , 故 从 下 纳 法 可 得 下 面 的 定理 ; 

AEBE l. dnm HAREL, WAE AE PE 
(19) | EE 
Tig r, 定义 为 


(20) Dy 一 (viaa 十 X42 十 "tt -- 2243) "á 
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Hop k=0, 1, a p H ToT. Hj 
(21D) H(m, =; D =H (a, m, +++, Dan, Em Tttt Ep42) 


- Eé +i "ey Um Ti ] 2 mo mgt ri) 
UR (n.p) + m KREIEREN. 当然， 如 
m, == 0, HJ | Hm, 十; 1) = Hm, ~ 3 E). 

£ ERER LLL (7) 中 ,有 
(32) T(m, £38) =r" V (mi 0, £4), 
其 中 - 
(23) Y (m4:0,, £p) e e* "mei II (sind...) 


aati$p- Wr 
x Cm nS (cos 0,44) . 


11-3. pu BM #0 ds 24 


如 HQ) A n 次 的 齐 次 调和 多 项 式 ,我 们 把 
Q) r A, (8) = HS) — Y ,(0, $) 
Mos on TT AAU, CMO 表示 0, +++, 0, M Š 32 8 ET. 
HERE 2 rer rel) LEER. 特别 是 ， 
从 11-2 (22) 及 11-2(23) KH FE n =m, 次 面 调和 图 数 为 
(2)  r-'H (n, my, cet, Em Zis ttt, aal =O" H (m, + ; X) 
=H (n, m, «or, mys £y, c, Ep) = H (my +; £) 
(3) =Y (n, Mis mg, I) =Y (mi; 0, xd). 
Site) AE i Be Pé (3) R93E SEE BE OE SCR 11-1 Bi). 
Xp FEA] SERE l, m, 取 记 法 : 
(4) Ell, m) 
Qk 2m- P U+tmtp+l- k) 
art ap, — ok) (L— m) Tim + dpi — Lok) |? 
此 处 12020, X 
(50 N mp, m ttt, Mp) —2m l! E nyc. mg) 
k=1 
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其 中 Mos ma, 2m, 满足 11-2 (19), PER 
n 2. (2) 或 S) 中 人 UTOR 


. 89 mm a 8 — 9 b —* + S $f s $9 8 a *? a 


"o * 8 66 *— 9 8 6 — 9 5 — € 


E "m 或 (3) m m ,有 
I IH (my, £3 6)\7d2= | | IY (m; 0, +4) |? dQ 


= N (mo, my, +++, Mp) = N (m), 
特 划 是, 任何 二 个 不 同 次 的 面 调 和 页 数 是 在 单位 超 球 看 上 上 正 
DENY. 
(2) 或 (3) "nep 48 O 上 的 正 交 图 数 的 一 个 完全 系 ， 
我 们 来 证 明 下 面 的 定理 : 
EN 3. JE Q Firm " ` ERR fn 如 果 在 2 上 与 


se 


为 amc. pu fn) — 207» 0, 其 中 了 为 一 内定 的 
rock (BIA 2 上 的 一 点 ) .由 于 FD) 是 回炉 的 ,所 以 对 于 所 有 
满足 不 等 式 JE- N< 的 6 我们 可 以 假设 SE) Sa, MUN 
1 — (£,7) «19 8, i f (£) Sa, ix Mj 0 是 一 是 金 小 的 正 数 ， 
WA TI IBS e 0 (参看 Widder, 1947, p. "n , 
WO Tg 

h(a) —1— (1—2)/(1% 82) 1—z«l!, 
一 0 1—2:2159, 
于 是 , 答 定 任意 -- 个 > 0, VIAE- EKn Rn KKH 
F(x), 满足 条 件 
|F (x) —h(xz)| «s — ]zxcrxl. 
im H 
EENEG 


这 里 a* REGE LUCERE a ka RIKET n Re, 因此 
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(7) mj [| FOPLE 140 —a*. 


因为 Pop 3 (2) BR (3) 中 的 所 有 画 数 都 正 交 ,而 根据 定理 L, 
CEEE, 7) ] 是 这 些 画 数 的 线性 组 合 ,因此 对 于 竺 一 个 CLC 必 
与 CEEE, 1) 1 ESE. mit, 由 于 CÓ (2) 惟 正 是 z 人 的 次 
SX, F.(2) 就 是 Ci (e), k=0, 1, «n 的 线性 组 合 . 因此 f (6) 
EXT FALE, I, 3X 5 (IR, Ram VER 3. 

从 定理 3 ampi, wt HU gë 32k p] sË A Uc) de 
殊 类 逼近 的 定理 . 那 就 是 : 

预备 定理 2， 设 P(x) 为 实 变数 v 的 夯 数 , 在 -1<e<1 上 
MUR IT % 王 0,1,%,.…, 定义 


(8) LE I= D es CHEE] 
其 中 
(9) CO¥?(1) Aim, pa, | | CHEE, 1PL C IAE), 
H 
(10) An, p) C'*Q) = | [tete MIPE). 
则 在 2 Lon £ mag PLC, DI 将 可 用 少 ARE: 
(2) nm | | [PEE 1 - 4L 312 0 —0. 

HW, AG, p) 不 依赖 于 冉 定 的 单位 矢量 7, 它们 的 值 由 11-4 
(13) 式 确定 . 

为 了 证 明 这 一 预备 定理 ,在 (10) diese, 使 (11) 中 
的 积分 为 攀 小 ， 由 于 CELE, 0 ] n CZ^LG 0] 在 去 加 时 是 


FE LEZ ( 见 定理 2 后 的 说 明 ), 故 订 精 确 地 求 得 (9) p a, 的 
fii. Dy h, As AR ae IY SI iN ap E PB, BP eno Pi 
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当选 定 的 an BE AAT n, D SC PIS SERES wl EHE EIN. 
因此 ，(11) 式 积分 的 极 小 值 在 n— co WRC PA. 

将 2 上 答 定 的 一 个 苟 数 嵌 开 为 面 调 和 男 数 级 数 的 问题 , 从 日 
几 个 学 者 研究 过 . p— 1 的 情形 可 参看 Hobson (1931), 他 的 文中 
AN SIZE BTR, 2 三 2 mme: Kogbetliantz (1924) & 
Koschmieder (1929) HS, 任意 p WS ha jÉ HJ pty Koschmieder 
(1931) pP. — PE mr Rad 3 kak F CHEM Ne E 
MIELE DIR. Ak. rm CAL De Bip HZ 
BE SRE & ARE Cesaro 可 和 性 (相当 高 阶 的 ) 还 是 可 以 
证 明 的 ， 


11i-4， 加 法 定理 
对 于 一 个 固定 的 7, p k Ces LE 1) TAP A S (mu, 45; £) 
RAR RU n ma = n. 更 一 般 地 说 ， 则 有 
定理 4 dE SIS LL, 2 ees AR h=h(n, p) 个 线性 独 
SERJ % MM FERE S, 在 Q 上 为 规格 化 正安 ,因此 ,对 


Fl, m=l, 2, t, 


! ` f CY Qm £S 0 如 nam 
(1) | St) 87 (£) —" Ap nem 


其 对 :于 任 一 国定 的 单位 矢量 ”， 有 


o RED on S SES) 


记 法 见 11-1 (11), 11-1(12), 11-2 (2), 11-1 (16). 
从 定理 2 可 得 (2) 的 一 个 特例 
(3) GZ m] 


1 e (n, 
EE! TEN > NOS [H (my, +3 Q) H (mp — 57) 


+ FE (ony, — 5 É) H (my, +; 7)) | 
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AE rp oma AE B A my 的 xk Br (ë kon, H n= Hig m. 

> my, 

(4)  &e(0)—1, e(m) = 2, m0. 
从 11-2 (21) RAPS, tt £ p--2 — PSP READE Te, BT 


如 
Ener mam =£, =0 
BI S (mz, 土 ; 5) ET Ae AB 
M= Mp = 11° =m,= 0 


的 情形 除外 .因此 ,如 分 
£= (cos P, sinp, 0, +--+, 0) 
n= (cos g, sing, 0, «+, 0), 
则 在 p>1 时 ,(3) 式 变 为 
(5) | Cif (cos P cos o sin P sin o) = O#*[eos(p — o) ] 
SEN Pu 2 > B, (sin 9)" CP (cos p) 


X (sin o)” CPH (cos oc 
其 中 
(6) HB 2?7^(n — m)l(p--2m —1) m+ 1⁄2 p) ]2 
x [l(pd-n4-m)]7. 
如 在 《3) 中 分 
£ = (cosa, sin a cos P, sin a sin P, 0- --, 0), 
n= (cos B, sin B cos c, sin B sin c, 0, +++, 0), 
RA (5,94 P p> 4b e —c= 9, 有 
(T) | C? (cos a cos B --sina sin B cos $) 
"PAIS > Ba, m (sin a)” 
x Orr cos a) (sin B) O2 (sim a) CH? (cos di 


其 中 D,, m Zu (6). 对 于 p= 1, 有 
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(8)  P,(cosacos B --sin asin B cos $) = P, (cos a) P, (cos 8) 


e (n—m)! y, n | 
+2 2, (nm)! PR (cos a) PP (cos B) cos mo 


其 中 
(9) P,a) =C (e) 
是 勒 上 特 多 项 式 ,而 
(10) PrE) = (— 1)" a P(m+ 4) 2" (1 — a3) ^ le) 
是 一 连带 勤 上 特 多 项 式 . 
通常 ,公式 (7) 或 者 在 2 三 1 的 情形 下 是 公式 (8) ] 称 为 特种 
球 多 项 式 的 加 法 定理 .重复 应 用 (7) 和 (8) 就 可 得 (3) 《但 不 是 
将 个 定理 4). (DR) REER TR C: 也 有 效 ， 
这 里 2» 不 再 须要 是 整数 ;这 种 情形 见 3-15(19) 及 3-11(2). 
定理 4 的 证 明和 将 以 C^ [ (5,0) ] 是 5, 的 一 个 正 交 的 不 变 式 
为 根据 (定义 见 11-1-1 85). qiia Cz [ (£, 7)] 除 了 有 一 
个 常数 因子 外 ,是 唯一 成 为 IR A AY TE EAE. Ys, 
JCR REW: 
ERS 3. Re PGD) WRA t Y TAE ARS AEG, Ha 


# + + G —* $9 8 5 e 


s) "p 9) 一 "a E), G, v), (9, oi 
APE EA 的 分 最 都 一样 
BE: 如 果 3 日 是 固定 的 ,出 可 找 出 一 正 交 坐标 系 ,使 
E= (a, 0,0, +++, 0), y= (B, Y, 0, =+, 0) 
(E, E) =a, (E, 9) — a, (9, 9) = B3 -- 3, 
因此 


zur, Bim vfu, Y= (ue — fiel 


由 于 天 是 一 正 交 不 变 式 ,这 说 明 宅 可 寅 成 为 a, B. Y 的 和 多项式: 
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F=F*(a, B, Y) = F*[u%, v/uf, (uw — v) ju]. 
因为 存在 有 正 交 变换 可 使 
a — a, B — B, YoY 
或 
aa, BB, Y — Y 
故 知 P 是 77, oi, Bag 的 多 项 式 , 且 可 写成 如 下 形式 
(13) #F=u-™ p* (u, v, w), 
其 中 m Xj — SOC, OF 是 u, v, w 的 多 项 式 ， 
A618 5 及 Sor Im 
(14)  w-7* V(u, v, w) = u^" Ó* (u, v, w) 
其 中 尤为 一 素数 ,多 是 一 多 项 式 . HT u v, w RAV E rag, 
TUA. (14) 可 知 ur Dr B — SIGN , MGT AERA 了 预备 定理 3. 
GENEE 
EU 


(15) | | ORPECE, a oe Cm, €)] 42 (m) 


a) 


=A(n, p) CH, (£, £], 
Jep 
(6) Ain, p) — Cf (1) 


ltr 
or ^ Ga op) Cay 
项 备 定理 4 Hmm äng CT, m) ] 的 一 个 袖 合 定理 . 

为 了 证 明 这 一 预备 定理 , ix EE HIER ZA £ = S / x], 
C— 3/18. HF 

Er CPC (€, m]. 13" CE m, CO 

ZEN K 5 分量 的 调和 多 项 式 , ic n IE” le FER (15) 式 的 
左边 以 后 就 是 变量 的 每 一 集中 同时 为 Roy n RMN ER A, 
WD EAE £ 及 3 的 一 个 正 交 不 变 式 , 因为 在 同时 对 
3 及 (因而 是 对 5, 及 m) 作 任 一 正 交 变换 时 它 保 持 不 变 , 而 
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在 对 71 TRAE — IE SCAR AIM filet FE, 根据 预备 定价 3, 
可 知 我 们 的 调和 多 项 式 是 Tt, [3]? BIN, H E 3) = EN Jal 
(5D. 因此 从 预备 定理 1 可 知 它 是 

ey” Fal" CZ? [ (£, y] 

一 个 倍数 ,这 就 证 明了 预备 定理 4. 分 

£—6-—(1,0,--.,0) 

即 可 确定 因子 A (n, p), 为 


(00) Al POD <0! [^ coge] at) 4 day 


其 中 ot 为 (p 十 1) 维 空间 的 超 球 商 的 面积 。 从 3-15 (17), 11-1 
(26), 11-1(29) 及 11-2(2) 可 得 出 (16). 
现在 我 们 来 襄 明 上 的 正 交 变换 在 面 苦 和 而 数 中 所 生 的 效应 . 
TEEMA 5 ehr, h 29 n 次 规格 化 正安 而 


[EE 
ok 09 $ ç + c. 8 e ss a 


(18) S!(Of) = > gi, 85 (E), 


其 中 AT TS gu WIEME G 是 A= h (n, p) tris AIR E 2688. 
en 

(19) G'G-GG'-I. 

ee C 为 nh, Z 是 AG, p) AF235265 VE DE mu. 

: 因为 在 正 交 变换 下 , 拉 普 拉 斯 算 符 是 一 不 变 式 ( 见 11-1 
ti), BLOD Ahn ANMAN, RUP SEO Jes 
(15) 的 形式 . 

FE È HRA OE 时 , (1) 式 中 的 积分 保持 不 变 , 故 知 SR (OL) 也 
SL — BUTE IE 2 FR, 这 样 就 有 GG'=Z. MET G'G 1 (H, 
Birkhoff 及 MacLane 1947, $% 9 v). 

Bite M EHEN) 
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(20) Y SESEO = Y soEysi (On) 
1-1 I=1 


EA EER ART WEWIAERE 4. 这 可 从 预备 定理 5, 特别 
BGG’ =I 中 推 山 。 从 预备 定理 4 的 证 明 中 可 兄 (20) 式 应 为 
OT, 9)] 的 倍数 ,将 (20) 的 年 方 对 7 在 整个 面积 2 EME GT AR 
分 即 可 确定 常数 因子 , 根据 (D "ENDE 


(21) > SHOT. 


55 —Jj Wi , 在 (12) Pr Een MER CHA) 的 基 一 倍数 
将 (21) 式 在 (E) Lä, Au HE (1) 即 可 得 六 这 就 遵 出 了 定 
JH 4 中 的 (2). 
从 定理 4, 对 于 每 一 个 m RASTA dng S, (£) 有 

» RM, 

(22) f [rem OR — [5 o iiy in) a m 
off) 

从 预备 定理 2, 特别 是 从 11-3 (8), 11-3 (11), We Hát R. zk ASS: K 
可 得 : 


lim || {PLE MILE 0318, 0498) =0, 


ac 
其 中 F, d, 由 11-3, 11-3(8) 定义 ， 如果 将 这 一 关系 与 (22) AA 
Bt, TRIS D Funk, Hecke, 1916, 1918): 

Funk-Hecke FE PE: d pt LP (x) Fy SAE 2: WX, 在 一 l«r«l 
am FE S, 为 任 一 Jii. ADIT IE WAS 
Sim 


23) [| PEG. 15,0049) —,8, 0), 


n) 


SAP ASTD AER ER I O MpCT RE Län, H 


.rHNU . — e t hb mg f 58 688 c '? — 9 —— — O9 —-*5 * 4 »*» ^» 4 ^» s 


nn SONTAG 一 - p?) APR da. 
m Í P(C (x) (1 — x?) dz 
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AK ul 表示 (p 1) MEER CDI RS ER rf A] THAT, d 


Sg ipti w —— (4Am)""nIP op). 
 FPü&p-19) OI) (n+p-1)! 
Erd6'yi (1938) 从 证 明 我 们 尽 可 以 假定 FRA LEG)? 46 
—lxr«l 上 是 Lebesgue HAH, WAREN 


A mir (aa) | eg. (0) f (dt, 


ol 


其 中 
F(t) = (22)71 | eit P(y)da, 


这 里 的 J for ROR Be. "Ee 
0/4)" 


| < (— 
up —1^9-n—Wp >n 
t J rsp lt) t” R > mir (n--m-F-1-4-19 p) 


R t fk — 7 SERERE, 


11-5. P=1,h(n, pb) =2n+1 的 情形 
11-5-1. =A meee BER 


(1) E= (ay, mc) 
表示 一 共有 三 个 分 基 的 矢量 . 我 们 以 下 式 定义 多 项 式 APE): 
(2) [ay ix, ~ 22,5 — (x4 —ix,)t?]*=0" Y HT (g)tm, 


如 以 — T AR t, 则 得 

(3) Hr—-(—1)"H;^, 

3X HI — KI eas de JE tr Sk BK 2) ANA CU, x)" 
的 形式 ,其 中 

(4 MW-(—2851-—1,i4- ii). 

从 (OL, U)=0 BM 11-1014) st RT An (2) AMT FUTTER € W 
WEMAN FE, (rer HT (5) Ab n ARIS KAMA BH | 
Hy WREKE JA 
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La Hiza — 2x4, — (Xo — is) 
SEEN, & r= ||, E=1/r, i 
(5) aen DDT = ST (ë) m-0,-El,--., tn. 
AR; 4 EPEdIEOC n A däi nun XUI IR. 从 (3) 式 可 得 
(6) Sy" (E) =(—-1)" SPE). 


正 交 性 关系 式 为 
m Sm |. f9 mem 
o lassen: POOPED 7 Amem 
0 X — 1 m= m 
PG + 3) \m+n 


m, m = 0, +1, =, tn, 
式 中 的 积分 在 单位 球 而 2 的 整个 面 稿 上 进行 . (7) 式 的 证 明 如 下 : 
zr 
(8) b=(—~2%s, 1—s?, i 4- is?), 
HER 
$) [Í u D, esoe 


"EM X b hg PERS (SF 11-4 Hn Trid E NIE). 
根据 预备 定理 2, wr Ar 29 (U, V). (5, 0), (M, b) 的 多 项 式 ,而 因 
(U, U) = (b, 6) =0, 故 知 (9) RR (U, 0)" HY — TIER, An 
引进 公式 (2)[ 及 在 (9) 中 引进 (6, 的 ”的 对 应 展开 式 ], HU 
a) ei X reff sisqa 

= (M, b)^ — 1 2^ (1 4- s£)?^, 
这 里 合 s=t=0, 就 可 算出 内 又 


(11) E= (cos, sin Q cos, sin 0 sin $), dO = sin 0 d dd, 
这 样 就 得 


KE? ba 
(13) 2" =| dd | dO (sin 9)?**1 = 2x; DC Léin! /T (n 4- 34). 
0 0 


HR (10) KIA 1! s” Wy Bogen] (7). 
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为 了 得 出 S7 (2) 的 一 个 显 式 ,可 对 (2) 式 应 用 柯 西 定理 ,得 


1 BEA 


13) mie —-~ 
(13) de am. 


(M, E" £77" qt 


= (xi) ( - 1^ (a; [tra (a ing) J? 


— riz, — tag) 72)? £7n-m- qt. 


如 分 
£ wif (x — izg) = +, v1/ (v, -ix,) = c, 
则 得 
(14) HPE) = (ni) tin, — 25)" 
(r+) 
X | LT? — r?(z, — i23) 2 |" (z —c) "7^7! dx 


u C d)" . s" quem ; ro n 
r^ Xa — tz N dm " j 
dur PA FC AS EE Pr 定义 为 
C 


(17) Pro) = (Nr ae 07 (a gay 


dpt ^ 


m=O, +4, see, ER, 


则 得 
(18) SEE) =r Hr) 


nl . 、 
(ennt E sib) - pm Pr S. 
而 对 于 球 标 坐 标 中 的 对 上 应 画 数 ( 见 11-3 Mi), 有 
m — Sm — nim d n! im m 
(19) Ya (0, b) = SF (£) 一 (-1) (n +m)! e "Ps (cos 0). 
根据 (3) A (185 可 得 
(n — m)! 


Pom (@) = (— 1)” Pr(a), 


(n Hm)! ! 
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加 法 定理 如 11-4(8). 
正 交 性 关系 式 CO. fait 


UH 2 (hm)! 
0 m M 2 i: To 
(20) 1. LPE (2) J? da In+1 (m— m)! 


从 (2) TEHER 
(21) [1-—s£cos0 — 14 (1— t?) sin 9171 


àn 


=> Y (n!/kı) Pi (cos 0)s^ B. 


n=O k= 


PP 的 其 他 性 质 见 3-6-1 Ei, 
11-5-2. BRAT Re 


BY Vy, zy v. WWM, r= (irre), Ate RAD yk TT 
D, 为 
(22) D= k=1, 2,3. 
hF 
(23) Arẹ = (D? + DI- D3)r1=0, 
MR DID Dir We hr 38 hr R Jj ER. FREUE xx HER E 
n=a +b +e AFKRZHMARU r7 的 形式 .最 后 ,可 以 证 有 明 ， 
对 于 每 一 个 n REFEREER Hp 

JH,=0 K 4SH,r-*-1=0 

是 等 价 的 ,因此 可 得 
(24) Dt DY Dar = H, (mu Lo, zm |)r D, 1 -a--b--c. 
这 一 式 的 一 个 推 葵 是 : 况 足 条 件 
(35) Di--DI4- D3=0 
(aue Dy, Dy D, pb rn RFR SIA fer n 次 的 
Tis Uy. Ts aA JEHAN. 将 这 与 11-7 (120 后 的 说 明 比 较 ， 似 可 
从 (24) 式 得 由 所 有 的 再 和 多 项 式 . 实际 上 ,可 已 诈 册 [ 见 Hobson, 
1931, Sy 4 55, Nos, 85-92] 


IH ”球面 及 超 球 时 调和 | STAR 215 


; H 
(26) Di="(D,+iD,)"- 
_— KE TT 
( mE d , m)! etim Pr (cos 6) m= 0, 1, ae `, Thy 
prr 


H. 

(27) z =" cos 0, r,—r sin 0 cos Ó$, x, = sin 0 sin $. 

根据 (19) NX. CSE UIT AL np EN dëi SCT JX (24) 式 得 出 . 
ARPS JU AS, (26) a Pas RAI m = 0 时 称 为 

A1 ot Vi BC EIN Dun BE) , FE m — m DESEE USE AL 

AN BC) IE 1< m xn —1 WI Bi TH 4 e CH H RR VIC . 

FE Fàx "rg F BU de OAR np BE o. SL Hobson (1931) 及 

Maxwell (1873, 1892). 


(28) hh = (ap By, Yy) f k=1, 2, "rr D 
为 罕 位 矢 最 , 它 定 义 了 单位 球面 上 不 同 的 点 , 这 些 点 称 为 极 , 具有 
Wi Din XML SRI VR re d AT 
(29) G,(Q)—(-1)"r't | (a, Di + By D,+ Y, D.) ]r 7. 

k=1 


引进 n 个 参数 toos 6, 可 知 这 就 是 

(30) L (TP p, [256 Si 

的 展开 式 中 ty Sr ty 的 系数 ,其 中 

(34) a= > t t (m nD, e= (s Si =), 

用 (30) 中 的 和 是 就 不 =] 2, «mU. 这 是 矢量 志 Mm hu 
之 间 类 角 的 余弦 的 画 数 . 如 "4 与 坐标 柔 的 若干 轴 相 合 , 序 竺 标准 


Tap AA EXE (26). 
Van der Pol (1936) 及 Erdélyi (1937) #r am 
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d 
(32) dr” LC J, (kr) PR (cos 6) eim? 


9 ) ¿L 6 1 sin kr 
= „Mm nn Pie -一 一 一 一 
k (i. uci SE (3 k dx, kr 


z 


因而 将 (26) 式 推广 到 波动 方程 Au 2 k'u = 0 deg kx PPS: 
RELEE Pn 的 m Er, Pr ML LT), Jarn den nd Vo 
Pe — 3E ELUEZR URBC, r, o, b, yy xus Wy 的 关系 见 (27) R.. 
11-6. p=2,h(n, 5) — (n-- 17" 的 情形 

Ay 9 Jg RAUS 4 4F Br AK ik, 
(1) D= (Ur Un Yg Ya)» 
并 分 
(2) m—w/P, p= |y). 
BREK iE 
3) U=(i— its, —it—is, -t+s,1+4s), 
(4) b=(i-ire, —iv—io, —t+0, 12-170), 
由 此 有 有 
(5 (UU) = (6, 6) =0, H, 6 =2(1+ tr) (14-50). 
JA (S) (paf (n+ 1)? q BK HP w) an umm $i 
s.d d 
(9 Qo S (¿bio a, 


TEAR 11-5-1 科 的 情形 一 样 
根据 11-5-2 rp s PEG ie RT, Tm , 
| J| (M. 0)" (b, m) ^ dQ(n) = (M, 0)", 


a) 
Did. Yi BUR B4 Sr 
(8 Pr” Hi'w 
组 成 一 个 有 hm, 2) = (n1)? DERRERS AO Thi Ru mu TE BE 
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JEn 
0 kth’ ik EU, 


Ir? /n\ /fm 
<à (|) bak lel’ 
a scil); LI i 
从 (6) a aTi 


(0) tm) = (=D) BE SRE). 

为 了 求 得 Su 的 旺 式 ,可 引信 

(11) a=yytty,, b= y4 —iy4, € = — Yg — t, d Y, — ty. 
LU 

(12) P=|v| = (ad—be)*, (U, 9) =a+bs+ (e +ds)t. 

A (6) 式 得 


n 


(43) Y Hh'(y)s!— (a4-bs)^-* (c + ds), 
1-9 


0) || SIE ao = 


1 (04 ) 
(14) Hk (9) SES | (a+ bs)"7* (c +ds)* gii ds. 
A 
(15) c= —s(be —ad)/bd, 
(16) oa,-—ad/(ad —be) = (y3-+yf)/vitytyity?), 
HAY a, b, c, d ABH vi Ras, AN 


(1) H*!(9)— D. p^ (d/p)**t-^(b/p)i-* 


. ad) do 
x | echt) et Ën 
(o —9,)*! 
18 一 0 2 — g .n—-k/1 — t 
118) T Wr ( s) ei Uz 


其 中 oy SL (16) X. 此 处 的 ?7 Rënn Sum (LR ME T 
比 多 项 式 ) KAR, 因此 ， 最 后 结果 如 下 [ 见 2-8 (27), 2-1 (2) X 
(1). (2)]. 

duy nzek-r-i4, BI 
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(19) Sv (m =e” Ab) 
n—k . ; . 
一 Dr I } (744-03) "7*7 (0, + tm.) gr 


X, (— 1, nliti; n—k-1 +1, 7-401), 
(20) —(—1)*Q Hinten) 
x PY PP (78 43 — n - 18). 
4n n« k-r-2, Hl 
(231) Sr O) =e Hi) 


k . . . 
= (=D impos nat 


Xa2 ln, ltil Hkn; ni+ nt). 
(232) Shin) =P Ay) 
= (—1)"7! (9, — in) 17^ (n, — in )l-* 
x Pt), 
其 中 Pi RR — HER He ARRAS 10 章 ). 
Ju RAR, HI SS 的 表达 式 (20), (22) 将 非常 复 什 ;为 此 ,最 
好 用 函数 11-2(23) (0 = 2 的 特例 ) . 但 对 面 调 和 册 数 的 变换 来 党 ， 
St! (为 偶数 ) 是 很 有 用 的 ; 它们 常 满足 某 些 关系 , 这 些 关系 在 
DX? 的 考 多 情形 中 是 没有 的 . 这些 关 系 ( 将 在 11-7 fipa WD 
是 下 面 的 一 些 公式 (以 HE 表示 ,不 用 SH 表示 ). 
设 9,9 是 有 具有 四 个 分 量 的 二 矢量 , 并 设 th 为 一 矢量 , :其 分 最 
为 
(23) wp=Yy 24+ V4 21 — Va Z3 Ya Zo 
We — Va Ze V4 23 — Va Z1 V1 Za 
Wg = Yg Z4 V4 £a — V1 Ze - Va Sr 
Wi = Y4 74 Yı 7177 Ya Zo — Va 23: 
$0 FE NEN CX (T Birkhoff 及 MaeLane, 1947, Se 5),3X 
可 jn PAK: 
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(24) wytiwetjwstkhw, 
= (21H iz; + jz + kal Yat Yet Ja ka), 
其 中 1,54, k ABA ie, 于 是 可 得 加 法 定理 : 
(25) AB Om) = > Ak (3) HT). 
ABB 
(260 [Hd], k, 190,1, -++, 2n 
的 行列 式 为 
(27)  (yi-c- vigi yi) t, 
AHLI k RRIT, l 表示 刻 ,特征 根 为 


(28) APA", m —0, 1, +++, 2n. 
其 中 入 K À, 为 方程 L 见 (4)] 

a — À, b 

a9) |。 "M =0 


ROAR. SUO 
Q0 5, Air (9) = a 


这 里 人 3.41 23 ea 33 N 11-1(20) 053538. 


Tinti (y /P), 


17. 球面 调和 出 数 的 变换 公式 


nx U 为 具有 四 个 分 量 的 矢量 ,，# 为 具有 三 个 分 量 的 舌 量 ， 我 
们 朱 用 下 面 的 记 法 : 
(1) "ap, Ivl, =p, £= x/r, n=y/P. 
SAAR ARE: Fair HAT AST 十 1 的 正 交 变 换 O nf ili 
— BI 2 og 7 3KPÉE HD Xm det O— 4-1, BR — TA 
to 站 0 (Rid) 存在 ,满足 条 件 : 
(2) X20. 
Ant 30 io KAER Y, 则 可 和 完全 定义 出 变换 O. 由 于 — X, 也 是 
一 旋转 轴 , 故 可 选择 v. 使 Ow. 如 b ET, Di Ta 


280 e om od 图 数 
EA 46 Bls OL Tir 30-0. DO" de 


(3) Ea —sin 12 J, xpe. 
这 就 是 说 Eo 的 三 分 量 To, 1 To, 29 To, 8 为 
$5,177 Cos a, sin 14 Ú, 1—1,2,3 


此 处 a, Aa ERTS ZN dem. 
现在 我 们 定义 四 条 单位 矢量 如 下 : 
(4) =(cos a, sin Lo j,cos a, sin Yayb,cos a, sin 14 di, cos Lor), 
FEA y=. REZE O 可 写成 
(5 O-= (yt —A) (yl + A) 1= (1/99) (I — 2y Ad +24?), 
| ME Zu: Ya Wo PYY F 23514 | 
(6 = 


pi Zum: HYY Yi ys Yim Y3 Achs — VIVA 


Zus — Valla 9Valla HYY» Vid-Và — Vi — Yd 
其 中 


100 0 -W 
(7) i 1 o) cl, 0 a 
001 Yo — Yi 0 


HERREN [Aedes XO CN H. Weyl, 1939, p. 1698). (6) aX 
REES (SERA yl + A 的 行 刘 式 等 六 等 时 也 成 
SL. 
BY FA (1), (2), (4), (5), 1175 (18), 11-5019), 11-6 (8) 4& X 
的 让 法 ,就 有 下 而 的 : 
球面 调和 图 数 的 变换 公式 


> an ‘f/f 2n 
(8)  S*(05)— 之 (per NAE (e) 
x Sg t On STD. 
这 一 公式 说 明了 三 维 空 间 的 正 交 变换 0 对 球 上 面 调 和 两 数 所 生 
Mem, 它 葵 出 了 Sk AOpen BH. PABP 22 phg iA 
uitia. ECE O 的 卡 菜 参数 作为 变量 ， 
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Adam jf #45 (1899) REWI f — p SEDE F (8) gz K H Hoenl, 
1934). 4608495538 PAS Äerd nn PE HP REA T (9) 式 中 的 St 的 
AGE SIUS Mos. 现在 的 (8) 的 形式 是 Herglotz 所 提出 ， 
fia ER F. 
为 了 证 明 (8), df] eae A 
(i) BP) STARR ECL AT (2) 映射 成 二 变量 W ws ROSE 
的 积 , 这 可 分 
(9) Au = WyWy, Tot irg wi, — Xy H itg = wi, 
Wit, 11-5 (2) 2829 
(10) (w? —2w,w,t+wiP) = 5 HP, 
因此 
"n^ 
a) Deet, Ierzen 


这 里 在 z, ty z; LEA P0935 
12) aj--a$4-2$- 0, 
[BAF 11-5(25)], M (11) SCY R ee PES yr G9 EE AR SN a 2 f 
HP WI wy ws mis dE pin 4d. 
(ii) 如 以 11-6(11) 定义 a, b, e, d BBC, WEE GH 
13) wi m awt bw, wj — cw, dw, 
HELL wy, 202, wi, 02 的 代 换 ,为 
(14) al us (ad+be)w, w Hac wj 4- bd w?, 


! — D 
wit  —2ab w, w, +a? wi + b2 wi, 
! — 
w? = Bed Wi W +c? w? -- d? wi. 
' Va al fà — nl Lap 2 —_ D u Lu 
如 再 分 w wen, W = wH irg WY = — vd FER 


ad — bc — yj 3- 9$ d- v3 - vi = 1, 
DI (14) 式 就 恰好 是 线性 代 换 
(15) Dat: His (at, wh, 21), 
其 中 O 如 (6), 22:22 HE AeA Sc OR RA Ast 


282 高 K EE MES NE. 
Ji Van der Waerden, 1932, $% 3 75, 16), 

(iii) WH 11-6 (11) rp a, b, c, d 83e 3ASX 8 = w/w Rf JA 
11-6(13) 式 得 


2n 
(16) Y Hi ()wp7 wo = (aw Howa) (ow de, 
1=0 


如 Toi =1, WM (11), (13), (14), (15), (16) Be (6) 可 得 公式 (8). 

(BATRA AL IE 26 ANY REABSK MAA 11-6 (25)28 11-6 (30) 
BER SKE ASABE S uj SU Weyl, 1939). 
特别 是 , 11-6 (30) 是 下 记事 实 的 结论 , A det O— 1 的 正 交 短 
WO 的 特征 根 可 用 旋转 的 角 , 即 用 v /p 来 完全 人 确定. 由 于 一 个 对 
应 于 正 交 对 表示 式 中 的 0 DDR U DURER ART O 的 特征 
Bi, com U ag CR U 的 特征 根 的 负 值 和 ) D KT Ya/P. 
根据 预备 定理 1, 11-6 (30) ATMA RAK RAB Ya Ex — 
AH RI — Vei ae AT EB a 

Y. Satô (1950) 将 变换 0 表示 为 三 个 简单 变换 的 积 , 对 这 些 
zeigen J H (8), 并 答 出 了 (8) 式 中 n<? 的 系数 表 


11-8. RRR-RA- HTS AN 


WIESE Vid BANA 04] DER K YKUN ME PE dg Rl 
所 提出 .这 些 作 者 的 许多 重要 理论 在 Appell J£ Kampé de Fériet 
(1926) 著 作 的 第 二 部 分 中 有 详 组 的 介绍 . 这 里 不 能 将 全 部 桔 果 铬 
狂 列 出 ,只 能 略 举 一 二 , 详 租 研究 时 可 参看 上 壕 著 作 ， 

推广 马克 斯 威 棒 作 三 维 空 间 的 而 调和 而 数 的 方法 ,我 们 来 定 
义 具有 PH? 个 分 量 的 矢量 的 而 数 如 下 : 


E (—1)* Q^ 
l w " Io. ---— en iP 
( ) Mir Me ( ) My I — Ny I ga .. dr (2 ) , 


Hp r= E, nq, 3E CUROR 98 ht ARE 
(2) Wy pb Hla 十 … dem = n. 
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(1) RAINER, E 
(3) ap abe ef 
的 系数 ,出 现在 
(4). — [ay e)? "Fn (G; rt? 
展开 为 o: ge 的 幕 的 积 的 般 数 中 . 
于 是 

(B) 了 
是 和 次 的 而 调和 两 数 , 依 顿 于 277 的 前 p 个 分 量 . 它 的 母 面 数 为 
(60  (1—2a,£,— m, tritt) 

SELWEN Eas 8s Sp)» 
X rb IJ HI ed TAS IDE Ga ROC mi, …… mp FOR. BBV IMB 
RAKA p T Bk RC RAI ea EAE Appell-Kampé 
de Fériet (1926). 与 特种 球 多 项 式 的 关系 如 下 : 
Q) ape apt ob 和) 
hy é + eds at 


(al 4- -.- -- al) 
APARER DEE bé (2) siga ER m, om, 来 求 的 . 从 
ESCH ARTES AR XL. 

应 用 定义 
(8) VG a,m (En ts Ég) 

== Vines wos moo way En Ën ts ara) 

其 中 591,2, A, BETTE 
(9) (1 or &) Yl otel Vui (&,, ..., £) 
ren n RATEN Dee Up 是 非 
fedi UNE ARTT 
(10) f+d he +l, =n, 
D 


= (az + +++ Ha) CMP 
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(11) ef = (Eger Fifa life — 6) 
= Lan Hips) (Chart Spin) 6. 
(11) Sint FEAR HU YE or ER Eny iF 2 55; AS 


j| a-8- vm v do, 
Q 


只 在 
tee RESET te my 
RIA h m elp mne EAR HABE TE. DO. Wil 
进 男 一 个 画 数 U on, Hi BE Be 
(12) Babe apr US) mp (Ess tt Ep) 
= [Cy Sy Oy £ ,—1)2- Git ++ Heap) 
x (1—&i—--—6)]". 
PEN ZANDER TR, TO RV 
3t ri] A — LIE AER, UG 


(13) j! (1 n e — £5) at VO. Ut ., Mp dQ <=), 
D 


除非 mol, mm, cm, LS. SE, BR U 就 可 用 以 确定 超 
SE + Be de DIN, äs Jc A tr RAT Ec) T RO Es Clg 
SEC Dm (11) 来 表示 ， 

有 关于 画 数 U BV oni CHR EEE LR D 
2/5 A oU rJ SLRS ER US lebt FEE e U 及 六 的 
BEIF Appell-Kampé de Fériet (1926). 对 于 | WL — F Hr 
时 的 Vi... 的 推广 兄 A. Angelescu. 

Eh MEHL TT ELATI — EERE TRIS LA AL EH Pk, er 
由 M. H. Protter Pit. 
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第 十 二 章 “多 变量 正 交 多 项 式 


12-1. 5| Ë 


BR R. n ARRIE — Tbk. Mu z, co z, AF40 RAE 
Tg Hä we) Heyy, m) AESOP R Elf — TIER BONS, 
.对 于 任意 二 个 画 数 Fs el BG (rr s m) AP 
D ro) = fee m) Ge cnm) zn) 

| X dor, dz, 

称 之 为 了 及 9 的 标 积 ;只 要 了 及 9 FELT R, 是 积分 存在 , 它 就 有 
定义 . WS AB, REIF TE, DAR OSE TEE (KT 
NO w), 

Ss — T BUSCAR EE ESE BAT EB ys Wo BS EET Feat, An 
果 对 于 这 些 夯 数 来 说 , DATE (bh, di 都 有 定义 , 期 10-1 Birk 
所 述 正 交 化 步 雌 可 关于 标 积 (1) 进行 ,从 而 遵 出 一 个 正 交 系 , 除 了 
每 个 面 数 中 有 一 常数 内 子 外 ,这 一 柔 是 唯一 地 确定 的 .在 画 数 的 
多 重 序列 中 却 并 不 如 此 。 在 对 多 重 序 列 进 行 正 交 化 之 前 , DEAS 
它 重 行 排列 为 一 简单 序 刚 .每 一 个 可 能 的 杖 刘 对 应 着 一 个 正 交 
EAE, 不 同 的 排列 将 下 出 不 同 的 正 交 系 。 因此, 一 个 多 重 
序列 一 般 才 不 能 唯一 地 确定 一 个 正 交 系 〈 主 要 的 ) 而 且 在 许多 情 
JÚ F , 重 行 排 刻 将 破坏 多 重 序 刻 的 对 称 性 . 根据 这 些 理由 ,在 一 给 
定 的 线性 抵 关 画 数 的 多 是 序 刘 

(ha, s m Ep ttt Zell 
的 情形 下 ,通常 最 好 作出 二 个 多 重 序列 
{Pm m, An) X mm Eo t 2,) bs 


EPID -MERR AS 
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(Bussi mm Amas ma): 

ER DAE m = mj, m; = m, + n, =m, HIE, BETH. XX 
正 交 系 对 用 以 保 反对 称 性 的 选择 提供 REA Ih, 

SEHE HEINZE LI E BE FIRST Mc adag. y TE 
式 的 多 重 序列 
(9) Pia... an, Mis Mas m — 0, 1, +> 
正 交 化 , 就 必须 将 单项 式 排 成 一 个 简单 的 序 刘 .除了 十 分 特殊 的 
WS. A CHE SEI) PE — B E 56 JR AUR s FE HS 
FASS (2) 的 排 刻 中 得 出 的 正 交 多 项 式 系 必 须 是 在 t sov, 中 非 
对 称 的 . 变量 的 等 定 可 用 一 双 正 变 多 顷 式 系 来 保 择 . 

关于 多 变量 的 正 交 多 项 式 的 一 般 理 论 , 所 知 从 不 多 .对 应 于 
昌 l 变 量 经 典 正 交 多 顺 式 的 特种 双 正 交 系 是 已 知 的 ,而 且 已 有 相当 
SC SHAG. Appell 及 Kamps de Fériet 的 水 作对 1925 年 以 前 
xX — Jr Wü (2E ia E ao ae, AEA KR A agr H. 

在 本 竟 中 , POPES de ënn TE ae X Hn ns de ETE fS WE 
R5 4r ARS, ifi Je Me E MUD 3 Sim pu y YE 28 rik di TE 26 431. SCR. IS 
LUE hbuk e hr M YE EBA, ZEN Car Ae WL de T $ 
Ju F A ROSE. 有 许多 地 方 要 涉及 到 第 10 ww RIS 11 e, 


12-2. _EREXZSRIH—- Mee 


二 变量 正 交 多 项 式 的 一 般 性 质 全 由 起 克 生 (1937) 作 了 研究 ， 
他 还 研究 了 三 变量 及 二 复 变 量 的 正 交 多 项 式 (Jackson, 1938, 
1938 o)， 在 这 一 凶 和 12-3 Hip, 我 们 将 只 限于 讨论 二 个 实 变 量 
的 情形 ， 关 于 n 变 妈 的 正 交 多 山 式 的 对 应 性 质 , OR ee aq 8 El p: 
研究 . 

给 定 x. y 平面 上 的 一 个 域 R 及 一 个 非 负 权 丽 数 win, y). E 
们 都 是 固定 的 ,在 成 有 努 的 情形 下 ,我 们 将 假发 w Ze OPERI IT 
在 域 E 扰民 时 EH ETE A 
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(1) Mi x, yey" dx dy, m, n=O, Lee 


ieac. 所 市 正 交 性 质 .规格 化 等 等 都 应 理解 为 是 基干 标 积 
(2) (f, g) =| | fF, y)g(z, yw (a, y)dx dy 
R 


来 提 的 . 由 于 了 及 9 都 是 多 项 式 , 故 知 (2) 中 的 积分 一 定 存在 . 

单项 式 2" y" AZ TAN 
(3) run Herth x y, An 

m-++-n>k+l 
或 m--n-k--41H mk. 

HUSA RA F PF AE 
(4) 1, z, Y, x, zy, y? , 28, TY 
次 序 (3) 引出 了 z, y 多 项 式 的 一 个 部 分 的 次 序 . 我 们 说 多项式 
a(x, y) Br Y ple, v). 如 果 q HOTA (ABBE PR) 高 
于 nit ERARE SETE). 

应 当 注 意 , 次 序 (3) 是 任意 的 , XF C 及 y 不 对 称 ， 下 而 所 
述 的 正 交 多 项 式 将 以 〈3) Sai Made, 不 同 的 序 将 组 成 不 
同 的 正 交 多 项 式 系 . 

对 序 刘 (4) 应 用 10-1 Bi Prag ESCHER, 其 中 标 积 由 《2) 
KEL, 可 得 一 正 交 多 帆 式 矿 列 ,如 下 : 
(5) Yoo: Fio ip oo Yat» 952; Han dap "^ 
因此 dum (ts y) 是 ty 8 RBIS, ADRS v. dea DUR m X 
fy, 7=0,1, 2, +++, m=O, 1, n HRE ECAA 
(6) (dm Qhi) = Örn Dia 
XC res bf, O,, = 03r =s 时 , Òn = 15 而 Cam AFS F q. d n 
BR, n= k f moe. 

KA n+l cy 的 次 多 项 式 , 即 


Aror Hais °° os (eps 
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任 一 n RER, An Ese C X RS TEE FIR AE 2 DLG E Quos "779 
Ian 的 线性 组 合 . "Ee, AE T SIAR AA STARK Z 
项 式 都 正 交 [这 里 所 说 的 较 低 , 其 意义 见 (3)]. 

应 用 任 一 实数 正 交 常数 短 障 [os], 其 中 


(7) > Cij Crj = Di, i, k=0, Les n, 
j=0 
UE ER 
(8) p, (E, y) = > Cu Ini (2, V). ZU, L, n, 
j=0 


EHHEZ, BAG HA eS KS BT SAKE (H EA 
较 低 次 的 多 项 式 正 交 ) .有 反 过 来 , fee e+] PARES. BUSTO 
而 与 较 低 次 的 所 有 多项式 正 交 的 多 项 式 都 可 用 (8) 的 形式 来 表示 ， 
其 中 c 满足 (7). 注意 在 Pule, v) 中 ,下 标 n dos z K y 的 次 
数 ,但 下 标 : 并 不 表明 v 的 次 数 . 
如 果 有 有 一 仿 射 变换 
(9)  zmz'—az-4-By, y'=Yatdy, ad — BY —1 
它 把 E cs Ae Ey RRA ECS. 对 于 每 一 个 n, 
Pro (2's 271, Par Lë, V). s Ban (2, y) 

组 成 一 ?十 工 个 相互 正 交 而 规格 化 的 多 项 式 系 , 它 与 较 低 次 的 所 有 
FHAEX. Kit, Pu (ez + By, Yz +Š) 可 用 g,; (2, y) 因而 是 
pa Of Toke RE 变换 求 得 出 ， TDS O) ERE 


. s ee 8 a s 
9 + >% è €. —— $49 o? € è s 


类 仆 的 变换 ; 对 应 于 保持 OR AR m (9) 的 一 个 区， 
对 于 每 一 个 %, 有 一 个 正 交 变换 从 .说 网 研究 及 对 A. Sobezyk 著 
ERRI, RE Jackson (1937). 

如 R H KA, En 
(10) oss, e<y<d, 
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RA w(z,y) —u(z)v(u), 则 可 取 
‘11) p, (Z, y) = p, i(2)qi(u) ¿= 0, 1, e, 85 n = 0, 1, sery 
其 中 {ps} 是 区 间 (a, b) 上 与 权 夯 数 u HMA EAR, {9,} 
AKH (e, d) EE EUR v ah tiy E: SIA. 


12-3. 二 变量 正 交 多 项 式 的 其 他 性 质 


BE (p. (z, y) ) 为 域 如 上 的 正 交 多 项 式 系 , 具有 12-2(8) 的 
形式 , KRHA w. oT fi — pay) he Ry a n 2 
A GN mtb KB SK AB RN p, (z, y), 0x d <, 
0<m<n HEHA. HEREIN ARE CR. 
10-3 名) FEE BTE HP ABE SELL Rb TAN IBS SACRE RO BL 
ff. 

HA PUPA BE — RI ESE HR EAE (ax-F by) pni (z, v) X 
A nion K n— 1 KRSRARKMBREMA. KARKE 
似 于 10-307) 式 的 起 明 .， TRIER n, 0, f 

(ax +by) p, (z, y) 
是 一 2 十 1 次 多 项 式 ,因此 它 具 有 如 下 形式 


nil m 
(1) (az-cby) puo y) — 3, DY Yu Prl y), 
m=0 j-0 
(2) Yni =| | (ax Hby) pai (z, y) Pmi E, y)w(a, y)dx dy. 
n 


HT (ax + by) pa; Gc, y) d& m--1 次 多 项 式 ,而 pni 是 与 低 于 和 的 
某 一 次 的 所 有 多 项 式 正 交 的 , 故 知 
(3) Y4—0, m=0, 1, ---,n —3. 
这 样 ,在 (1) APERIRE msn l, n ntl 
项 . 

AE Duo 也 就 是 说 12-2 (8) 中 的 co, 应 鼓 怎 样 选择 而 后 可 
IH HN E HERR, HEN STE. "mem Lien mp 
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— Ele EK 3 6 DL KET Z ARTE FIN FTIR 435 
DCS AE LR, 10309) ptatem], (Dabit us 28. 

ARAE RE E RO TET — PE, ER HERRIN DIE — + SW 
WF sg sed HSA v AAR ed C pu 如 12-2 (8) 所 
东 , 我 们 可 以 作出 
(4) K,(a,y,u,v)= > > Dki të, y) Dki (uy v), 


k=0 t= 


(8) Ly (x, ys u, v) = K, Qo y w v) Ela, ys th v) 
=> D. Lä, y) D. G, v), 
i=0 


(60 M,(a,y, u,v, r, s) = L, (u, V, r, S) L, (2, y, v, 8) 

| — Lp (t, V, T, S) Lu (m, y, r, 8). | 
注意 这 里 pni 虽然 在 每 一 ;的 正 交 变换 上 是 任意 的 , 但 (4) = (6) 
式 所 定义 的 多 项 式 则 是 由 权 评 数 w(x, y) cb, R 所 唯一 确定 的 ， 
ge, Zi a] FE BE AA E SS 为 
(5 — [(au-+- bv) — (aa+by))] K, (2, y, u, v) 


=| Í (ar + bs) M, (a, y, uw, v, r, Syw(r, s)dr ds. 
R 
Estrogen ki, Jackson (1937). 
ERC ID COS FIERI, Gróbner (1948). 
三 角形 中 的 正 交 多 项 式 
12-4. 阿 具 尔 多 项 式 


& 了 为 三 角形 
(1) x>0,y>0, v--y «1, 


(2) t(a) =a yA x yer” 
Fy Sh ES A An 
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(3 ReY>0, ReY’>0, Rea Re (Y+ Y) —1, 
FASC Be CAL USB EEE ARTE e a AU E. 
bof EL Zi (1881) SLA F tf ig 238 < 


, qi-Y yl 
4 Sas (0, T, Y', z, y) = (1—r—y)'*"-* ool 
O Zei ) KÉIERE 
artn 
Kama CE [ot y" Tn— 1(1— 中 一 y)*men-Y- -Y ] 
a" ay” 


它 与 雅 可 比 多 项 式 类 似 [ 昂 10-8 (10) ]. 这 里 ,以 及 在 本 章 中 ， 
(5) (a@)=1, (a),2-a(a4-1)---(a--n —1), n=l, 2, 
(a), =I (a+r) T (a). 

AEEA, URHRICR, a BA Appell 及 Kamps 
de Fériet (1926, 第 6 x RHH). 

M (4) 式 可 以 看 出 gm dE z Ry RS mn REHA. 以 阿 
内 尔 超 比 级 数 FP, 来 表示 的 94 的 表达 式 如 5-13 (1). 

在 标 积 的 定义 式 12-1(1) 中 , 用 域 (1) KRZ O), 就 得 


Om 0), (P, Bun) || PC uas 


x Fartm-ı yY *"3(1 一 人 一 y yatm+n-Y— 7 dz dy, 

重复 作 分 部 积分 后 可 知 Sm 与 低 于 m + z 的 某 一 次 的 所 有 多 项 
AABE. Kl 

(6) (Sq. Ser) = 0, m -r-ngk-rTi. 
另 一 方面 ,重复 作 分 部 积分 后 有 


《一 
LU) ` b) = TT Jan dye 


x f | pitn-l y" +n-1 (1 一 下 一 y)*tnia-Y-T dx dy 


_ TOP OY amn Y ” | Lee SACH 
l'(a--2m-4-2n-4-1) Qa? ay” 


m --» = k +, 
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BI ERR SETS, 故 知 5mn 并 不 能 组 成 一 正 交 系 ， 对 于 权 画 
数 (2) eut, 到 现在 似 向 不 知 有 正 交 多 项 式 季 或 双 正 交 多 项 式 
A. 
应 用 公式 5-13 (1), 5-11(8), 5-9 (10) ISCH 
| (=a Bana, Y, Y', x, y) 
Prüf EAS M CAT; ERR. OR anus 


| 02 | 02 =? ox rz | Oz 
"äs T By’ (Or? ^ ray | By? 


(8) p 
RU 
(9,  zr(l—z)r—zys4d- [Y — (27--Y'-a —r --1)a]p 
— (Y --m)yg — (Y +m) (Y + Y' Za — m — n)z = 0, 
y(1—y)t — rys [Y — (Y +27 -a —m--1)y13 
— (Y'«n)zp— (Y'4- n) (Y -Y'—a—m-—mn)z- 0. 
如 a= Y4-Y', DIN (2) 简化 为 
(10) hl Sart yt, Re Y, Re Y' > 0. 
阿 员 尔 (1882) BRE — APE THEIS, 
Q1) Pans Y', z, y) = S4 (Y+ 7, Y, Y', m, y) 
= PF -—m-—n,Y--m,Y' +n, Y, V z, y), 
(12) EQ, Y e y) P, V+ +m+n, —m, — n, Y, Y'i x, y), 
这 里 P, 是 由 5-7(7) OPE donn Fan K Enn DEER AG f 
微分 方程 ,可 用 5-9 (10) Aen EME 
(13) x(l—az)r—zys--[Y — (Y —n--Dx]p — (Y --m)yq 
+ (m 4-n) (Y -F-m)2 = 0, 
y(1—1)t— ys [Y — (7! m Lal (7'+ nap "en 
+ (mn) Q4 n) = 0, 
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(14) z(l-a)r -ays+-[Y- (Y H- ' -n 4-1)x]p 
T myq +m(Y+ Y'+m--n)z= 0, 
g(l—g)t — xys + [Y' — (V+ Y' 4-m-- 1)y ]q 
f 4- nap --mn(Y 4- Y! 4-m 47») 2 = 0, 
将 每 一 对 相 加 ,就 可 知 F, 及 E 同时 满足 偏 微分 方程 
(15) z(l—z)r—2zys kul — y)t--[Y — (Y+ Y --1)x]p 
HEY =O +Y 1)y]a tint n)(Y M- Y! +m+n) 2 = 0, 
DV HI Ah R, CRT BEA 
(16) | | ACH Y' z, y) Bian, Y', z, y) da dy 


T 
ER Y fÉ m= k K n=l DN. auer KRW Ee (11) 
K (12) HEW (1) 上 以 公函 数 (10) gg L IE A6. 

Appell 及 Kampé de Fériet (1926, p 110, 111) Part f F 
面 的 公式 


() | ar yr PS, Y', T, y) EA, Y', T. y) dr dy 
T 


mai 


SmtOnt mln! (m+n) INT) 


— 7 Y! 9m- In (Y), (Y), PO Y! m 十 ai 
NAAR AiR EEROR A H, 航 数 或 Eu gk 
Dn SS FRA REI PSR BI: 

(48) FP, UN, Y', z, y) 
GK MAUS +m), (7 +n): 


= RIL E ?, 7', "s * 
keit) KU (Y AV FH Dar vu T, y) 


Ka 


(19 (Lui > > (DY 4 Y'-+2m +22) 


LA) min mY LAE + + m+n) 
minl(m-4-n)lDP(Y AY --X--m-E2) 
X E WU, Y 9 vy y) 


(Appell  Kampé de Fériei, 1926, p 112, 113). fr (18) stop, 


296 高 dk m x gm 数 
和 是 挡 所 有 非 包 整数 及! 来 求 的 ,这 里 ee onem. 


dg Y-—Y —1,2a:-2, HUN — RE, 这 时 的 情形 可 参 石 
Gröbner (1948, 第 5 Gn). 


贺 及 球 中 的 正 交 多 项 式 
12-5. 多 项 式 V 


在 本 凶 及 下 凶 中 ,我 们 将 用 类 俱 于 11 章 中 所 用 的 记 法 . 
(1) E= (T1 sm) 
ERE TE ME CSE) BE ER (SE) P 8E vo tt oV E 
(2) [El =r= Gite 
为 这 一 矢量 的 有 长度 . 二 矢量 


(3) a= (a, +++, Dal £= (Eis ***, Ln) 


AP 
(4) (a, E) ay 2, GE DEE 
Dien 0, 这 里 
(a, £) 
geo. 
coe 7 = farti 


[二 矢量 的 标 积 〈4) 应 与 (17), 12-6 (4) RRR R OAR s 
AX]. Ceri ZT eR || «1 记 为 S, 体积 元 素 记 
为 dx, 因此 
| FE) dz, 
8 
AMOR 


| ... | fm 22 x.) da ene dz,. 
Ate, 
Sip Eh S Eñ 6 BAK, bg Ze 


(5) | (1 riysi-H = (1 — ad — ... ai), 
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Au = 2, RE TA du = 8, Se = HE A — XR, 
Zu nz 3, RAE HERH. 


多 项 式 
(6) Vat) m, m (21 Tos tts La) 
ih F ra BEER BUNTER, 


Q)  [1—2(a, 5) + as] "st 
=D apt a Hi, ali tti al, 

ELITE RA, # AB E t Br OE 3E REC 
m, m, 来 求 的 。 ARD, Vine) 是 ay 的 Wr 次 多 项 式 , 根据 
my, 是 偶数 或 奇数 而 为 2, 的 偶 或 奇 多 硕 式 ; 而 这 一 多 项 式 的 次 数 
则 为 
(8 ` m= m, kee +m, 

jn n-i, DIE SS (7) Be 10-9(29) 可 知 
(9) Dee: n=l. 
An n=2, If s= 0, 2, 这 时 的 多 项 式 (6) Eike (1865, 1865 a) 
所 提出 。 对 于 任意 的 n. MEHR (1868) 所 提出 ， 在 Appell 
及 Kampé de Fériet 的 著作 的 第 二 部 分 中 , 对 这 些 多 硕 式 及 有 关 
ARMOR, HAAR, 另外 一 些 参考 资料 
ATEK, pE Angelescu, Appell, Brinkman 及 Zernike, 
Caccioppoli, Chen, Dinghas, Erdélyi, Koschmieder, Orloff 及 
Schmeidier. 

HEREC (7) 应 用 多 项 式 定理 展开 为 01,…, an HEIE 
立 冯 可 得 下 而 的 是 表示 式 : 
EE TL 


2 m4l:--m,l 
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其 中 
(11) Fg(a, „... Os Bi, dh Bas 7; Zis "tts 24) 


(a) EIN We ) m, (Bj Im’ (B, )m, gp m 


MG NV mitem, ` 

B ZJ n Bay MIE ees (Appel  Kampe de Fériet, 
1926, 第 7 W). BRIE L, Vs 还 有 以 a IS CEE) 的 起 
ERREKREO, 这 些 表示 式 将 根据 m, 的 宇 称 而 有 不 同 [ 见 
10-9(21) A 10-9(22)]. 

Jue (7) 式 中 分 ay fb, 并 比较 式 于 二 边 ?的 系数 ,就 可 得 
下 看 的 关系 式 : 

6,91 


19) dpi" gins- | S 
ax) pojmo El 
一 Y bin. de Vni May (ry "rn x.) 
PA Rf Dam (10) 式 所 定义 的 多 项 式 满足 下 面 ( 超 比 
A) Ais E 


. 8 (aV aV] 
(13) Se PEE s | ore D+ ui N 
+ (m +| +n +s DV + > t sl 
: e "äs EE 


J =1, -: n 
其 中 m 是 (8) 式 所 决定 的 次 数 . 将 这 n 个 方程 相 加 ,可 知 所 有 
次 的 多 项 式 满足 偏 微 分 方程 
(14) (m+n)(m-+s—-1)V 
o {əv aV] 

e p — Ti (nr È 5, Lë 
Bram SRA — MUR ERTS AAA än F: 
， Van + Vos — 19), 
(15) Va) = mln, š 


X FG n/2 —8/24-3/2-pm; 17/4) (aTh am), 
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Xm VF, "P Xe ang TN 4-100), H 
+' " 


a? 


(16) 4-2. 2 


是 拉 普 拉 斯 算 符 . HIERHER V 5 RER BUT ER RL 
之 间 的 关系 CL 11-8 Ei) deih 应 用 同样 的 关系 , ERT SEW 
积分 
av | Amy vu) VRQ) da 

N 


在 mm PRE m = m' 而 差分 m — nj 中 有 儿 个 为 奇数 时 等 于 
4r. 由 于 这 一 积分 在 m= m. 而 所 有 的 差分 m; — m, 都 是 偶数 时 
REF, Mom V2 并 不 能 提成 一 正 交 多 项 式 系 . 

对 应 于 罗 特 刘 恰 公式 0-901 式 ] 的 公式 为 


(18) ml em! (1 — r?) le (mtnte—1) V x. Nu m, (Xu ..., x.) 


=(-D" an en, 
式 中 右边 的 
(9) Yi=zi(l—7) i=l, e,n 
是 自 变 量 , 且 
(20) Torta ÉOD EE 
CASH ABER (7) 中 应 用 代 换 (19) ,并 以 a (1— 02) 4 a, 
而 得 出 . 
母 夯 数 也 可 作为 下 而 的 积分 裘 示 式 的 来 源 
(21) amb m, P (1985) F5, (a) = i(n ts — 1)4I (Yon 4-165) 
x | aper coy p p erus pnm az, 
其 他 积分 式 参 看 Dinghas( 1950). 
EHER HS SK KOR AUGER CA MBER IO | b SUT IH 
3k, D Appell 及 Kampé de Fériet (1926 LX XVI 他) 
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PRSA 
(1) UR) — Us, es m tt), 
hf ih F 09 SEU E AK E Y. : 
(2) .— AL Ga, 55 — 1P o ja]? (1— Mech 
= M am cam US, m (Q tt Eq) 
# n=l, gi 
(3) Us(x)-—Cm5'(v), n=:1. 
An n—2, s—1, 2%， 这 时 ,这 些 多 项 式 就 是 迹 米 特 多 项 式 ; n 为 任意 ， 
数 时 的 情形 , H 12—5 Bn Pr AUI SCR 
这 些 多 项 式 的 最 重要 性 质 , 就 是 它 与 六 ;的 双 正 交 性 质 . 积分 
(4) |, (1 —72)7€ VS UE da 
除了 在 mma, m mI MASK ARTS: H. 
G | qom OUS da =n, 
_ oa POE) — (9). _ 
— 9im-4-n4-s—1 P(1on--1os—15) mil: m, ! 
ix —3UGE BEE MEERE (Fi, 12-9 BH OKA EA 
式 对 应 性 质 的 证 明 ) LC, Kampé de Fériet (1915) ÆRE IM 
JE SCE , H Ja AE RT GEHT BEER Be , 
多 项 式 U 的 理 葵 与 多 项 式 V 的 理论 相仿 , DIr. 下 面 我 
个 简直 烈 出 一 些 有 关 的 公式 ， 
师表 示 式 : 


(sh ve e Ch 
(6) ER wy ma Up tty E =~ m, I. . m B 
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以 及 对 应 的 Ry tty 的 JEE REX , 
Lem pyle s mE (b, t) 
(7) [ (6, x)? 十 | 21 — 2) | Cn m yy? 十 el? az) 


= M + bin TEN M5 m, (u Wéi Zu). 


Mit = t Ma =m 


多 项 式 U n WE DRITTER 


a [aU QU 
(8 (L~r?) Ds Ë hay (nu - > x Sal 
+m (1 ~ 7?) (nv - > T a) 
aU ` aU 
— (s—1) Ee +a (mu - > Uy a.) mU | =o. 
J=1, “ n 
所 有 的 m 次 多 项 式 部 满足 偏 微 分 方程 
" 9 {aU 
(9) (m+n) (n-s-DU + > SIE 


"n 2 
lee X u Shao, 


HE 12-5 (10 
完全 一 样 ， 


符号 者 示 式 可 写成 如 下 形式 
(10) Dm 


X Fi[ VS s+ 1⁄6; — V4 (1 — 7?) A?] (af. me), 
其 中 (Lr?) 4? 的 第 天 次 方 应 取 为 (1— 72) * AU. 还 有 有 一 个 对 应 于 
12-5 (17) 式 的 公式 ,但 不 重要 . 
这 里 , 罗 特 型 恰 公 式 的 类 似 式 将 以 中 的 对 应 式 为 简单 . 
(11) 2” (> J m l... m {Lr Us TEEN 
m fu^ o" 
=(~1) Wee 


aa , {J n pmp lá he. 
s. mn (1 ? / 
gu 
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BIETE (1925) 求 得 了 U n IRRA, 以 关于 vi n8 8 34 28 3 
zÑ, I 
对 应 于 12-5(21) 式 的 积分 表示 式 为 
(12) mtm! eem, Pgs —1on-+19) Us. (8) 
= (S) Gosta) | qose 
“8 


X [zi4- £v (1 oD [zi (Ll 531] dac 
二 多 项 式 系 25 及 1 的 关系 可 表达 为 下 看 二 种 等 价 的 形式 : 


X 
(13) (9 一 21% —N—S8) my (r? — Í) $m Vt lo zs] 
neLe— 
= 92" ES 2 1) Ed 
Me 


(14) 2"( - m) (r2 1)" U; 
= (s), Vàzim-n- (g), 
WOR EME ELLER (4) K (5) 式 ， 另 一 个 与 双 正 交 性 览 密切 外 - 
SEER SL ATA H BMAD AZAR h : 
Bh) = (1?) 4 UE) 
所 满足 的 偏 微分 方程 系 从 〈8) CRP 
aR 


aR, 
(15) ie dnt | | in 4-8 — 1) R- > Xe Al 


on . 
Tm; | oen R— > kaft J=1. 2, e,n 


t 


[o —])4j 


ARR Mr EX AE V; (t Briss n5 it F2. 12-9 (13) 的 件 
GIE 


12-7. ITA RAS 


U gu V nip Sere ee e SI FE p ACE) BIP F 
ATARIZ ik: 
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3) XUL). 
2) "ZEIEN 
bh 12-6 (4) 及 (5) 二 式 , 有 人 得 出 了 下 面 的 公式 


(3) Az at= | (1 — ry 574 yat) da, 
8 


(4) hs b= | (Tre f (7) U8 (8) de. 
S 


这 种 展开 式 的 一 般 讨论 ,可 在 Appell 及 Kampé de Fériet ae 
中 找到 (1926, 第 二 部 ,5 章 ) .以 后 有 些 作 者 得 出 了 更 精确 的 辕 

在 展开 问题 的 研究 中 ,通常 总 假设 s 在 (D) 及 (2) 中 为 正 整 
数 ,如 S22, 科 许 米 特 称 这 [时 的 CL) Be (2) up RER An s — 1, 
WAKREG HERED n ze nb D ABEE STIED nt-s—1 个 
ERY BOK. 此 外 , AES AM (1) (2) 重 行 排列 为 
简单 航 数 ,这 可 把 所 有 同 坎 的 项 合 供 而 成 内 此 ，(1) 式 可 解释 为 


(9) > | > oO m, U Amy, ma Ups 79 |; 
m=0 Laut ma =m 


(2) 式 的 解释 也 相同 . SPE RTT HEA D ARBOR HY Dote LI ME 
ZEILE ERR T_T HOA RTE ASE, 3k — 36 f 
有 时 常 要 用 到 . 

像 上 面 所 谣 那 样 重 行 排列 过 的 级 数 (1) 及 (2) BSc ee h 
Caccioppoli (1932) J£ Koschmieder (1933) 3i n—2, s=1 的 情 
形 研究 过 .Caccioppoli SEI TARAR EAA RE DAL AY (ut V 
BOR PENI d SUE FSI i SERIE, ER OKRA HR J; FR 
HHE I 23089] RT akt UR BS AAT tE. 

一 般 的 及 ( 正 整 数 ) s WWE: teh Koschmieder (1934) 研 
究 过 .他 用 (5) 式 解释 (1、， 井 用 对 应 的 公式 解释 (2) , AERA BE 
航 数 和 革 些 展开 为 盖 棚 袋 多 版 式 的 级 数 同 等 收 做 。 Koschmieder 
(1934 a) 还 得 出 了 拉 普 垃 斯 展开 式 的 一 个 同 稚 收 化 性 定 再， 以 窗 
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E £c EDU H RSR. 

dri br Sr UEM Cesaro 可 和 性 人 由 Chen (1928) 及 Kosch- 
mieder (1929) 分 别 讨 论 过 ，Eoschmieder (1931) EAR Ss ny 
HFHH RIAA. 

AES En RIBSERXAE f) BT EL Zr A BEE IR An (C, ó) 的 ， 
在 S EEK OF (ED. An 
(60  ózn--s—1l, 
H]—5ES TS E f 的 Lebesgue 集 . 此 外 ,在 5 上 使 

IF] 

成 为 了 的 一 个 可 积 画 数 的 所 有 点 9 .上 ,如 
(7) W(n+s-1) <d8<n+s~—1, 
则 阿 具 尔 般 数 也 是 可 求 和 《〈C, 9) ns. 

下 看 的 展开 式 的 例子 取 自 Appell K Kampé de Fériet (1926, 
gü LXXXVIII 及 XCI). 


(Ven -- Vo s -- V) eiim 
Xa ar OUT Va), 
AP k Jy ERBE MEIH my, …… m, DOE de Een, 4H k — n 
应 为 一 正 的 偶 整 数 ， 
(9)  exp[;(a, £) | = 26 "47M P (1⁄4 n + Vo s — 1⁄4) 


x > im (m4 235 = - ap. ana jones 
XS mirne- (01) V rd; 
(10) l(s--V$) exp (a, £) Jy sC] " (1—7*)] 
= [Ullal — 72) J S; (s Gu api ane Ut (E). 
在 (9), (10) 二 式 中 ,和 都 是 按 所 有 非 鲁 的 Mitt My, ck. 
n= 2 的 情形 售 有 详 和 的 研究 [ 见 Appell J£ Kampé de Fériet 
(1926, 第 二 部 ,第 7 章 ) 及 本 童 的 12-5.12-7 节 ]， 球 而 域 上 另外 


(8) (a, Hey 1)” (— me 2) 16 a d? 
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ARES JHA A h Brinkman 及 Zernike (1935) 和 Gróbner 
(1948) 提出 过 ， 在 球 而 域 上 , 与 全 微分 方程 ATF = 0 有 关 的 多 项 
zën Giulotto (1939) 研究 过 , 在 这 种 情形 下 , 他 得 出 了 一 双 正 
交 系 .Devisme (1932) 引进 了 由 下 列 母 而 数 所 定义 的 多 项 式 ， 印 
(11) (1 ~3ax+ 3a%y — ad), [1 一 3ez 十 3(a2 一 b)y —a?]7", 
"ESE BELEN TE RE 

epp. 

多 项 式 Un, Vt, RER RER (r), denen 
逆 型 (X), BREA CY, v) CHL 12-8(6) sE(8)]aeng Xt, Rm 
数 为 
13) {[b (a, 区 -1]--$ (0) [1—6 (2) ]]Á gj Sap a? Ys (2), 
(14) [1—2(a, 8) Hy (a) ] M "7H oP. som Ys (2), 

这 些 多 项 式 系 由 庶 米 特 所 引出 ,并 由 Angelescu (1916) 加 以 研究 . 
如 P(E) = (5, t) =y (2), BU (13) 及 (14) 式 所 定义 的 多 项 式 就 分 
SUR Us, K Vs. 


£ INKA st 
12-8. 漠 米 特 多 项 式 的 定义 


像 上 几 科 中 一 样 ,我 们 以 
(1) E= (ay, £p) 
表示 一 ( 实 ) 矢 量 ,以 
(2) Wilz (ei RH 
表示 + 的 长 ,以 
(3) (a, 8) =a, i | 
PAR ORR NRE. 以 C en. US e RS EAT EROR RI 
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SIE AP, EN 
(4) C = [cii], d j=l, tery Th, 
Ci Cji SL, > Cjj vy 2;>0, IE), 
š, j=l 
BE Ay 075 EST EI Yy/4 其 中 
(5) A=det c,;, i, j=l, e, a, 


3 O 的 行列 式 , Y; 为 Ap c; Där 235 C nA EH 
RM 
(6) 68) = (CE, £) = (8, UE) = Be cu Ty Ej 

t, j= 


"n 


(0) PE, n) = (CX, y) = (X, Co) = 2, ei sin 


é, j=1 

fati (eligi SI 
(8) NE = (C71 6, £) = (5, C71 8). 
'E n d EE ER S KY, GATS ESE BR BE 
(9) Wyn) = (Cosy) = (X, 0-7). 
SX MEF AT A RAN ER An F: 
(10) Py) — (X) --29(05, 9) HB); 

PEHY) =X) 3 2 (5, 0) +h), 

P) = (CX), (2) = $(C71 v), 
(11) EHC) = (U +20, 9) + (0), 
(12) BOE +Cy) = (E) +20, 9) +0). 
最 后 ;我 们 提出 下 而 一 个 积分 公式 
(13) | exp ~ 10) + (a, £) de = (2m)" 4% exp [0 (a)], 
HR A STE TH, dao 代表 da, o dr ad WR 
he. 应 用 公式 (LL) 而 后 将 二 次 型 (X C a) 变换 为 二 次 再 的 
AN ep nfi ENS arm. 
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上 面 所 用 的 记 法 ,将 在 本 各 及 以 后 儿 季 中 普 融 应用. 
多 变量 的 汉 米 特 多 项 式 是 双 正 交 多 项 式 条 ,与 之 相连 的 权 黄 
数 为 | 
(14) w(t) —A't(2z)7t" exp ( — 16 (X) ], 
War nach KRA 
(15) | w(t) da=1 


AE (13) 3X — T Near, (EH HL, X 26 eh Be RE 10-13 (1) e 
定义 的 正 交 多 项 式 的 2 HER. ETEK (1864) JF PR iM 
后 山 很 多 学 者 研究 过 , Appell 及 Kampé de Fériet(1926, 第 3 部) 
HOSE ASE ik yi a EU IER. res LE 
SLAM T ek BRL, (ERE Caccioppoli, Erdélyi, Feldheim, 
Grad, Koschmieder, Mazza, Picone, Thijssen, J£ Tortrat. Ca- 
meron-Martin (1947) 及 Friedrichs (1951. 特别 是 p. 212 ff) 把 
"EAE SE Jae MEI 25 B]. 
LASS 

(16) G4(3) = Ging, a, E tts 2.) 

FL (©) = Hus nur ttt Z.) 
"fq PRE E x 
(17) exp [on Ei —15 h(a) ]=exp [18 9(5) — 16 (e —a)] 

a ane 
=> mT cM HO), 


m, | 


T 


(18) sep fie 8) — tW (a)]=0xp [14 BR) — 1 bE- C710)] 
=> ml " d Gn), 

这 就 是 10-13(19) AA REN CE EET MESHES. EATA 

FH ee BUYER, Mis tee, m, A. AO 及 (18) 式 所 

AE XLI PHL vi 的 m, RER, EP MVR 36 ht- 

(19) m=m Les Hm. 
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上 三 这 些 定义 是 根据 Appell 及 Kampe de Fóriet (1926, CXVIII 
i) 的 . 24 nx l 时, 如 取 ca = 2, 期 得 10-13 ii p rg d ni 2 
米 特 多 项 式 ， 

Pa (17) 及 (18) 式 中 am] a 的 系数 如 用 吝 劳 定理 来 
SERE AE Tan F 10-1307) it 
(300 Aye) =(—1)™ exp L126) 4— = CE 
(4) GaC E) =(= 1)" exp [18 9) ] 


exp[ —1»4X:)], 


X Sr esp 1 w(t) 1], 
Koschmieder(1925) gell TK — aa a SAE ha Be 
表示 的 另外 一 个 表达 式 . (17) 各 (18) 式 或 (20) 和 (21) Aap HJ 
以 作为 多 变量 并 米 特 多 硕 式 的 定义 . 
在 特殊 二 次 型 P(E) 的 情 彤 F, H. Grad (1949) gr dà ii TM 
外 一 种 记 法 . 


12-9. 汉 米 特 多 项 式 的 基础 性 毛 


漠 米 特 多 项 式 的 最 重要 性 质 旦 双 正 交 性 食 
(1) | PCG) g, G) dz = 8, m dm m Lina, 


式 中 w(4) 为 权 画 数 , 由 12-8 (14) GEN, Op 的 定义 见 12-2 Mi, 


H 
I= l+ +L. 


要 永明 上 面 的 双 正 效 性 质 , VER: 根据 12-8 (14), (17), (18) 可 知 
(1) 式 的 左边 是 
D In hm ma 
Q) Unam 
的 系数 ，(2) 式 出 现 于 
(3) (am) a | exp [ — 16 (E) + (a, X) — 16 (a) 
+ (C6, 3) — 13 6(0)] da 
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之 中 . 根据 12-8013) Aa 4n (3) A ET 
(4) exp [a J(a +C0) —1⁄ (a) — Yo (0)], 
而 根据 12-8 (12), "ENG 2 
(5) exp [(a,6)]= DU 
级 数 (5) 中 的 (2) 的 系数 就 是 (1) 式 的 右边 部 分 . 

对 应 于 米 勒 公式 10-13(22) 的 一 个 双 和 线 狂 母 而 数 可 用 间 禅 方 
法 来 得 出 ,对 于 充分 小 的 正 的 Zr ttt, bas SEE RAE 


(6) (m^ tye eeta) T! M exp |- > (1? 4-02) [1 4-19 r) 
en 


f m 
(a, b, ) "» 


My! 


bt -U-i) +196) --lady— ied) du dv, 
这 里 的 计算 有 二 种 不 同 的 方法 ,其 一 是 用 12-8(13), 9 — BER 
JH 12-8(17) 及 (18) 而 后 次 接 积分 ,分 


Q) 49 2 +$), 


dt) = > a5 [1j — PR), 


注意 ， 对 于 足 移 小 的 正 的 Éis d ba ZRH e. (X), k —1, 2 是 正 
有 限 的 ,以 4, 表示 du 的 行 刘 式 , U) RREK, RIS 


tm tn” . | 
(8) > m HQ) HA) 


= (tye ety) (A, 44) 74 exp [14 dn (CE +09) 
— V by (CE — 09)]. 

KH P RAR IL K H, (E) Gu Q0) (8 RE Ej 2k DA wJ Rv fh Ht. E. 
Erdelyi (1938 a) 得 出 的 , Koschmieder (1938, 1938 a) 加 以 推广 ， 
得 出 了 7% 二 2 MAMRE. MIERZE frh Tortrat (1948, 
1948 a) 讨论 过 . 

HQ) Brit BL (5 FE Ast, u] JA RE Vn Be HIE iL}, 12-8 
(17) sx ib a P e RI ERAI 
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n op n n af orf 
IL ; ra Yi =” — J ic? — = 0, 
> Ya 02,9%; > Cik ra > ” Bee; ` da; 
t=1, 2, ver, H, 
其 中 4 为 cy HOTT RISK, Y; 是 d rp ey 的 余 因 子 ， 展开 为 o 的 
Hea .可 得 下 面 的 Hu QD) hm NI  Fe 35: : 
n oH n oH 
) 3 |Y eum — |—m4H=0, 
(9) > Yi PE = Cik Tr dx; | m; 0 
(ENEE 
将 (9) 中 的 n TAER, Gn er fs] —2x m 的 所 有 多 项 式 满足 的 
Af oic Jy Eš 
n n g n OH 
10 "Tu u—.—-—4À4 mm ———m4ÀAH = 00. 
a0 % 2% ! Ax; Ox; LI 
GO) Wrist AL UI GO) 2; T3 8 23 
n Ee ag 
ooo da 一 ; AG. = 0, = Lean n. 
(11) 2, Yu dr Ov; vy av, +m; d n 


(12) > Y "s ni > o A. 4-m AG. = 0, 
它 个 的 让 明和 .上面 的 问 . 
有 收 推 关系 和 微分 公式 也 可 从 母 面 数 遵 出 . n — 2 的 情形 ,在 
Appell Æ Kampé de Fériet (1926, CXXII 包 ) 的 著作 中 可 找到 ， 
在 请 变 基 的 漠 米 特 多 项 式 和 多 变量 的 汉 米 特 多 项 式 之 并 有 和 将 
很 多 关系 式 . 在 12-8(17) 及 (18) 式 中 ,以 ta (a, HERB 10-13 
(19) 式 展开 为 + MIRE, Th 
2. gi 
min, mm My! ma! 
DRAOI (LD 
m! MIELICR 

| 


a0 > I 


mak Luss my! Mm 


(13) 


mi = My EH ttt, Ly) 


mi» "RECON Wd? x.) 


(a, EI ) 
[2 (a) P: 


-人 


m! 
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ARAE fie Ey Ate A ip FH Dag ER, R Appell X 
Kampé de Fériet 以 及 Feldheim 的 著作 , Zu] Par KAY 3$ AC dek 
"p, Feldheim 所 用 的 起 法 与 我 们 这 里 所 用 的 不 同 . 

二 变量 滥 米 特 多 项 式 的 一 个 加 法 定理 , fr riq Koschmieder 
(1930 a) RAR, 


12-10. 其 他 研究 


比较 一 下 母 画 数 就 可 看 出 多 变量 汉 米 特 多 项 式 实 际 就 是 
12 (13) & (14) 式 所 定义 的 多 不 式 的 杜 限 情形 : 


M 1 
J) lima? ys ( S. — HG), 
( ) Wéi i Um E m,!*- m, ! m(E) 


"E rf 1 m 
(2) lim s^ Un PIPER GA). 


go» os Dem, ! 
ZE AEN D — 2p EAE P , wi wm ibi EA 6 gr me 
PA: 


(3) Gs M (y) ] = AR (Lu) | F(Y) exp | _ x ch (X — J du, 
[RAE 10-13(30) , (31) 公式 


Ap 
OO GLa) = eer Hu [m cs 


G) QUIS Q7 IE(X eon) 

e Q| (X an) äus, 

第 一 个 公式 可 从 母 面 数 12-8 (17) 4 FB) RED BR LS 
满足 的 一 个 积分 方程 ;第 二 个 公式 是 第 一 式 的 极限 情形 ;第 三 式 也 
是 第 一 式 的 一 个 覆 限 情形 (oo), 是 省 米 特 多 项 式 的 积分 表示 
XX. Gu 的 对 应 公式 为 


. ar | Ap 
(7) SI my) |= AU) G, las] , 


312 mom 超越 B X 
(8) Gien) TI tj, 


(9) G fg v [=O nC). 


Feldheim (1942) 应 用 了 下 而 更 普通 的 定义 


a | AH (22 ) 76" 
(OM 


l < UN Xj — d 
F(y expl -— Gu 7 | dy, 
x | (v) »( 9 2 ij uid wis y 


FEE (10) Sr SC rice t EPA TÜRKEI AN TER. 
双 正 交 性 质 12-9 (1) 表明 一 个 任意” 画 数 S E SERAN 

米 特 多 项 式 级 数 , 取 如 下 二 形式 之 一 : 

(11) Dam ml): 

(12) bn Bail 

其 中 

(13) m! m,! a = | w(t) f () H, (X) da, 


44) ml m lb, = | wer) f (E) G, (E) de. 


这 些 展开 式 的 收敛 问题 售 由 Thijssen (1926, 1927) sR m= 2. 
Wit S (E) 在 一 有 界 城 之 外 屋 等 于 雾 , 丰 有 类 城之内 满足 一 定 的 这 
粮 条 件 的 情形 作 了 讨论 . 31836 8 CL 10-2 ffi) nth Cacoiop- 
poli (1932 a) 就 而 数 类 ,也 就 是 说 使 入 分 
[ifi exp [~ 1690] dz 

ëtt EV RIR. RUD T JOE IDE fr th 
Picone (1935) Bg x. 

Mazza (1940) 也 合计 论 过 江 米 特 多 项 式 , SENET — TIERE 
#. Devisme (1932) ZUT LRSM, EAA LIT 
BORAT. "EHI TESEOU 
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(15) exp (ax — a?y-4- a3/2), exp [ax — (a? -- b)y 4- a3/3]. 
(H (19) 式 生成 的 多 项 式 与 革 些 包含 微分 算 符 12-7 (12) 的 偏 微分 
HAAR, 


£ # X m 
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STI S du XC 
13-1. SIS 


HAIR Ao} AL J. melt 1655-59 spp Ru BIETE 
欧 拉 所 提出 , 他 在 1753 年 来得 SADA ännern Dh Ede 
oc PRANAB SEE BFL TR AU SE Ee EG By BL JE 
还 在 应 用 . "enne 1828 45 [ABER UR XC, "ode RE HERR 
MR Jy dër beis avl y IL Pä 
可 比 所 得 出 的 结果 ,并 研究 了 了 我们 什 天 称 之 为 超 椭 加 积分 RU bd LS 
十 积分 的 种 分 . 章 尔 司 特 拉 斯 党 明了 构 圆 通 数 巷 与 复 变 数 便 数论 
ang E fr TOUS UL UR mg souze. 

HAIR indc RESTE R. bor ve no Se fe Enoyklopàdie" (1913) 
中 有 所 叙述 . IA Te 1913 «ES iy AC dk H 
gk. 41913 FI SEHR TEN kk r RESI EU TA CER 
FT KE sca nr 2: SF sr va iim aC. l 

AJ Gd C BE, BA a RAA BAM HAB) 
BE. 在 第 并 部 分 中 EDT EHA SA a AR p BE HE, 
BAER TIEF bi ES FA dc ARIES ARAM Sc afi fe 
方面 有 它 的 特色 . 应 当 指 出 ,Neville (1944) 4 TE nf Hier ñil 
立 了 一 套 系 散 的 记 法 ,天 大 地 简化 了 公式 ,但 在 本 章 中 我 们 将 只 用 
傅 芋 的 记 和 法， 唯一 的 原因 就 是 这 种 让 法 还 在 普通 应 用 ， 第 二 部 分 
中 还 包括 有 O A, RRT AR THR A. DER 
详 组 研究 见 第 14 e, 


第 一 部 分 BABD 
13-2. EZE 
Ji titi E CE) fA AL jme f, — Pa B Wi ml He 
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下 列 形 式 的 稿 分 

(1)  I-JA(m,y)dz, 

这 里 REN TERN RER, y 蚌 了 的 代数 而 数 Ra, 

可 写成 如 下 的 方程 

(2) P(e, y)=0, 

其 中 已 是 二 变量 的 某 一 次 (如 由 多 项 式 ， 上面 这 种 积分 叫做 阿 培 
阿 培 耳 积分 的 理 葵 的 主要 内 容 之 一 就 是 积分 (1) 的 性 坊 依 吏 

FP RARE TE FIR Nk. RE AH (1) PE ER LS 

由 z, y PHAD) 所 表示 的 代数 曲线 C, AEE Wu 在 

Bj H ARS BS ER a, n SR TR CN 49294 US E N 53% 


(3) »- ("i )-a 


PRIA PIETRO KR n 次 非 退化 曲线 的 二 重点 的 最 
大 可 能 数 (" ç `) 与 所 论 曲 线 的 实际 二 重点 数 d eco as, Gë 
是 一 个 双 有 理 不 变 式 也 就 是 说 在 曲 钱 作 双 有 更 变 搞 
(4) z= Rm. y =R, n) 
时 保 皖 不 变 , 这 里 RR Gm, arme 
说 ,应 该 有 另外 二 个 有 理 南 数 Ry, By 存在 ,使 
5) 《二 人 ao y) m-RG, y). 

恼 数 为 雾 的 曲线 是 有 理 曲线 (unicursal Curves). HJEL RE 
明 ,对 于 这 些 曲线 来 说 ,z 及 y MERAS DRR. A 
API PUPAE M MA ANI BE R ELEZE Bit Cuni- 
formizing variable). ZC "db, aa AE BRE 5 EA 
AE tex , Hip Ru RUNTER. ui Sé BJ HESS UR 
Be (参数 的 ) kat. SEAL z SACSA Ek dutt E ROO ` 
Ar (3 Po] LER AE BY II SB BeBe OB BAR REAR 


$ 8 c9 w 09 s ^» 9 Ss 9. R * * a $9 s. ^ * 6 w 4 


Xp TRE BOA lg se, Clebsch (1865) BEE v É y Wf 
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du ES S K n SU Pli Be, XX ME e£ 的 三 次 或 四 次 多 项 
式 . 在 (1) 式 中 引 和 人 E 作为 新 的 积分 变 基 ,可 知 等 一 个 雇 数 为 工 的 
积分 都 可 以 赎 化 为 一 种 形式 ,其 中 方程 (2) 将 为 
(6) y? = asi + 4 aa? +6 gar 4-4 32 4- a4, 
式 中 或 者 是 ao 六 0, 或 者 是 a= 0 而 a, +0. rh (1), (6) AE SCARE 


可 看 到 ,三 程 \6) 因 而 也 是 此 数 为 工 的 任 一 代数 曲线 上 的 z y Sp 
WY Peak Ed 2 ART RT EUR REN z H Bir iiy db 
线 的 一 个 单 值 化 变 最 . 

p> 的 情形 要 复 付 得 多 ,这 时 将 出 现 超 柚 圆 积 分 ,方程 (2) 则 
取 如 下 形式 
(T)  y?!-—a^--na,z"-4--.---4-a,, 

EE E f — rp EEA RI HDDUE He Pate d 2 (DAS, 
bn. e $a HL fn +E SS TER D 2 的 代数 曲线 的 单 值 化 , 这 
时 应 当 应 用 自 等 页 数 , 参 看 14-9 fi, 

在 这 一 章 中 ;我 们 六 只 限于 讨 痊 (1),(6) 式 所 定义 的 椭 图 积分 ， 
Dän Fnac ESTERI UC. (6) 帮 边 的 多 项 式 在 a, #0 
时 将 如 为 G (z), 在 as 0 而 ai 到 0 时 将 记 为 Cala). 如 (6) 式 右 
边 的 多 项 式 上 其 有 一 二 重 霉 点 , 央 积 分 了 可 用 初等 面 数 计 值 ,因此 ， 
我 们 将 假设 G4 (或 者 可 能 是 Gs) 将 不 具有 二 重 根 ， 


13-3. FARA Awe 


EEE, RITER, PRT AA 
(1) F=f Ra, y)da, y= att dat +6 at? t Aat ay 
HEAL, SUI qz 十 … 十 a ETH REYR, 这 -点 可 用 
Ta äer AE, FE WERE Ree a Y . S Eg 
定理 如 下 : 
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TIME 1) HEUS v DÉI D Pl A Ri Beta FI SN FR 


de . loaa? -Hax da 
(2) Í = - | ;a2Uo Fay da, =| - -— 
^ 7 (i — cg 


d cr TH BBC A c= oo, Iii) J, y Wu fe: 


(3) 1g - [FE 
y 


积分 的 简化 可 分 儿 步 和 进行. 

H: F y 09483k Zr ur EUROS TEEN, ROTH A Sour IB 
X 
(4 A(z, y)= 


M (a) N, (au 

N (z) — N. ay 

u Mila -H Mlady LAN: t a)-N, ls, 
LL Vie)? - LN) w])*iy | 

其 中 Mais Mys Ny, N 2 te T 的 多 项 式 ， EA aj GES 

AE, 


(5) Ramy) = R(T) + 


hy RR, BR ELA Aus 这 样 就 完成 了 简化 的 第 一 步 . 
第 二 步 是 将 Y 的 有 理 而 数 (x) 分 解 为 + 的 一 个 多 项 式 及 部 
分 分 式 之 和 . D 


(6) =/R(%, inches Bal yt 


DE 


= yr y 
Ei yb ee PTA aR Sy |: 
an 
(7) J = |F da n= 0,1,2,» 
H, — | Ir. r= 1, 2, 
QUT 6) Uy 


第 三 步 是 以 J ACH, [03 pakir e S EDU IAS. HI 2 的 
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WER 
(8) artt Aest boaa 2- 4 a4 -- a, 
=b (x — ce) + 4b (r —6)? 4-66, (x — e)* JA b, (x — 6) +b, 
来 确 定数 bos tt? br 于 是 得 Pal EE 


dx 


| d. 1 1 m EY? 
(9) dz (2) mar ly + amy! =, Bar + af oy ? 
1 " 
— y (uer? (art 4- 4 a 22 24-6 a 2? — 444 a) 
Im 3 2 
uS (4 doa? 4-12 aya? +12 ax 4-4 a) 


m+ 3 m2 amt 


= (m+ 2) -- 2 (9m 4- 3)a, — +G(m--l)a, 5 


„m-l 


+2(2 m-++1)a, — Ju 


(10). — CE ] = Gn4-2)5, S pos 一 


m41 
42(2m+3)b, ET 2 一 — -- 6 (an 4- 155, Lë m 


+2 (2m 4-1), s> TO ah, ETO, 
EOR, r m=0, 1, 2, EE mz —1, —2,—3,-- 
而 后 积分 ,其 依次 可 得 
(11) 2a,J,--2:3a,J7,4-6.1a,J,4-2-.1a4J,— y 

354 ,-4-2-98,J34-6:2a,7,--2-3a4J, +g, — xy 

La J; +27 044 4,4-06:3a,J3-- 2-5 a4J,--2a,J,-- xy 


H 


(12) b, = Zen “de $2-1-b, [as 
y 


—9.1-b,1I, —1-b, M= -1 
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m4 Ee 2:3b, 1 Hum ss 


—bJ, —2:3:b, Hy — 6-2-b, H, e Bebe H, — 3-0,H, 


` 
WE EPA 289 89 54 à 8 bà à `... 525225» ^88-^8-98&479-4980644*722*?092^24952354952*2994479559 


> 


(13) = [x dea J 47 9eJ +J) 


由 此 可 知 , 应 用 方程 (11) 及 (12) 就 可 把 所 有 的 J 及 万 B Ju 
JoJo Hy, Ë z 5 y 的 某 些 有 理 画 数 来 表示 . 此 外 , 比较 一 下 
(7) 和 (2%) 及 (3) ,就 可 知 
(14) dass Ja, Jp —I£f,ayJ21,— 20,11, H,—l, 
SOBRE RA y 3 EE HE, 

如 ao 一 0， 因 而 也 是 b= 0, 期 还 可 稍 得 简化 ， 此 时 
(15) L-alf | a,=0 
因此 所 有 的 积分 都 简化 为 Ti Iu IF 的 线性 组 合 ， 再 从 (11) 及 
(12) 可 知 ,此 时 所 有 的 J, RH. 可 用 Jo Jo H, soy 的 有 理 
Ak, 

BS Las Ty 1, VENEZIA — 26,08 — SR A 
分 . 

(1) 式 中 的 积分 变量 的 线性 分 式 变换 可 以 改变 多 项 式 vi, Bd 
此 ,这 一 类 的 遗 当 变 换 可 用 以 将 多 项 式 化 为 标准 形式 ( 兄 13-5 U), 
这 种 标准 形式 中 常用 的 有 二 种 ,在 本 集中 ,我 们 将 讨论 这 二 标准 形 
式 的 一 些 较 重要 的 精 果 ,并 再 略为 介绍 一 下 第 三 种 形式 . 

革 尔 司 特 拉 斯 型 ， 这 里 
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da 
(17) L=h=| nci 
xdz 
— TH = 
| ge 


LeHoc- ` dr 
a =| (a—c) (42° — gga — 9a) 
Ri TRE JL TREE RH: 
gdz 
= | m 443 — — 
(18) J, = s gr gs — gd a? qv da)” + 5 Del 
vida 


= dr ol. z — gr 0 
| ot (42 gat ga) 


3 1 
+ ga 17 75 gado- 


20 10 


H= dax 
j| (a — e) (433 — gaz — 9)" 


—_2(Ji—cJ0)- (662 — 14093) H1— (423 - Far — Q4) (x — SZ) 
dei - -0— 1; 


By LAT. 这 里 
(19) $y3—(1—2x9(1—k?2?). 
FATA Ledung, = SER 2822 
da: dd 
(20) r=| TA Tm) AR sni p 


1- Kar? 和 . 
E-[(5 ) da | (1 — k? sin? 4d, z = sin g, 
1 — x° 


dax 
"=| Ga DORT 
de 
=| CoS pala 
— FRY eng ERA A 
(21) I,=J,=Ff, 
(22) I= (F — E}, 


z=sind. 
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u u Cee il 

(23) 1-H-| (x? —eD —22) (1 — ktr?) J 
_ ^ » d( x?) 1 H 
-| (kpt e" 


x da 
[ (1 — 2?) (1— kr’) IEN 
Ei (23) e E REA UR (24 ) ORT EL SER C 
计 值 ,因此 什么 都 可 用 E, E. H ACER. V, WIRE RA 
(85) 2Kk*J,— (1-- J = [(1— x?) (1— kta?) ]'5, 
3A*J,—2(1--k?)J,--Jo — x [(1— 2?) (1 — krt) ]4, 
4 k*J, — 3(1--k?)J4 4-2 J = v? [ (1 — 22) (1 — ktat) ]*, 


(4) I$-J,— | 


Seem eet wer eet ee Hee SHEMET EHH HESS HHT PSSA eS HEHE BH 849 485475 ent 


HT, BETTE AR BJ Ap Fe (12) HEN. 

第 三 种 典型 形式 从 由 A. R. Low (1950) 提 出 ,这 里 
(26) y=a(a—m)(a—1) 
宅 是 介 平 革 尔 梧 特 拉 斯 和 勒 上 特 型 之 间 的 一 种 形式 ,共有 .上述 二 
种 形式 的 某 些 优点 。 它 可 从 里 尔 司 特 拉 斯 形式 通过 年 移 太 正 纠 化 
而 得 出 ,也 可 从 寺 上 特 形 式 通 过 代 换 

1 EHNEN 

而 得 出 . HEEL IX CA 23 mo] Yo Eua 
k?, 


13-4. PEA BAM A 


现在 我 们 来 知 察 积分 
(Q) 1@)=[| RE nag, 
其 中 


MN m —G(£)-—a£i--Aa;£--6a,£ + 4a,E +44, 
FRG Z (e) 作为 积分 上 限 v npe REA NER a PER A 
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Bote €=a 上 正则 ). 

AHR € 的 一 个 双人 秆 丽 数 , 宅 的 支点 和 7 的 支点 重合 
RREK I (v) XE [G Go) ) a9 Se Sj hl Ef RATE v Bk 
GA PER. An oe #0, Ar op, Ao, aa 04 Ar Gala) OUT S CR In] f) A 
点 ;如 0 一 0 Hit a0, Bän ar 05, as 为 Gg (a) 的 三 个 (不 同 的 ) 
AF Go dE a= co, 不 花 在 那 一 种 情形 下 ,用 狐 “连接 a, os. 用 
Ph c' 连接 as E ay, " MAN. 将 二 展 复 数 v Bites 
IE c Be c mea re boe, BPE EPL (x) ]* 
RER MM 被 
BUE R(x, y) RR EW 
^ F hH VN £e. dno AL m, 
R(z,y)TER E EE x tf — 4 
Sf EHE ER Y RETE H 的 
有 限 个 点 上 具有 和 极 之 外 ,在 
H 上 是 解析 的 . 5» — i, 
T (a) 3: R 上 的 一 个 多 值 画 
数 , 因为 在 R Lë NI 
BET, 不 能 变形 为 一 点 , 且 
Jp Rd£ 0. 局 上 的 用 曲线 7 
A Ys REF. (Hi ial 
fx Y, LDR), DER E85 REESE TR 9 “A 
PF'E). 此 外 ， ETE EE PE Fs, (在 其 上 留 数 +0) IM Il 
Së b, A RW T 3k, Star Oy ROE b, Loss FER 上 给 
FETE — BIER C, Bit PES ABA nt daer m, n, p; GE 
DI, ARE EPR: 


(RE DC Rd£n| RUELD pairs 


这 就 是 说 如 Ió (a) 为 了 (Cz) 的 一 个 可 能 值 ,上 则 这 一 画 数 的 任何 其 他 


324 高 e Re D 数 

可 能 值 必 有 如 下 形式 : 

(3) I(x)el,()-4-m 9,4-m40, ks: + mi Q,, 

其 中 ma sms AERO, Quien OL ABE AREF m 5 S£ 
数 .它们 称 为 Fe) 的 周期 或 周期 的 模 . 

每 一 个 烟 圈 积分 至 少 有 二 个 周期 (例如 ,对 应 于 7 及 ?as 的 周 
期 ). 在 13-3(2) B, Z, X Z, 的 被 积 丁 数 在 切割 平面 上 不 具有 非 
雾 的 留 数 ,因此 第 一 类 及 第 二 类 燃 入 积分 恰 布 二 个 独立 的 周期 . 
男 一 上 方面 , G= c EB — TE RL ER 
[G (c)] 5, Pit ARMUT T 28 yc pn N. 

AE SS — SRM AR. 这 三 类 积分 
在 L= 0, Og, 05,04 LANA, PERSE xb. EPA RT RR 
fig, IRH a = 0 的 情形 下 , 1 的 0479 oe ARME BA BEEZ, 
对 于 这 些 积 分 有 下 述 性 态 : 

第 一 类 椭 山 积分 在 只 上 是 解析 的 ,但 在 = 0, 05, Gs: -上 为 


*& * 9 +*+ 8 0*5 6 NO c9? — 0 — 09 Y 5 


BIA. "EHER STE AL kom. RAHMEN RI JA E BERE 
的 性 态 中 推出 的 . 
第 二 类 椭 加 积分 在 R 上 是 解析 的 ， IBE T= Qj, Og, Gig, G, 及 oo 


处 例外 .如 ww 二 0, 期 在 oo Ar SUITHERL. Cra = 0, RI ay 00, 
I, JU E, ERLE D93688) . m a 0, Dies KL MUT 
Ba, Enn PE E] ERE EOE, 


ERSTER EAN, 但 在 T= Oi, Oe, LT Ou Ke 处 为 


© € o où eo 8 35 è e ç è ē 


Ae RAR, 1, orti 

+[@(e)] %1n(z— c) 
的 性 访 相 仿 . 
O 这些 椭 因 积分 的 不 同性 态 ,很 明显 地 吉明 了 一 个 第 三 类 椭 轿 
积分 一 般 ( 即 除了 c sk z 的 特殊 值 以 外 ) 是 不 能 化 为 第 一 及 第 二 类 
积分 的 . | 
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BERNER (18 aA RE EUR JH TP AE FRAGE. Rx 


I,(&, c) =f TED 
Al 
Zeta, 6) fale, x) =1, (0) Fa (e) — T, (MaC) 
+ (2m -1)s. 
Zip TR SEV KH MH SS Trieomi (1937). 


13-5. 简化 G(x) 为 范式 


在 椭圆 积分 的 研究 中 ,为 了 方便 起 兄 ,应 将 多 项 式 

(1) G(a) =at + 40,23 +60,’ J- Aagv +a — y? 

化 为 13-3 (ip P RE AZ. ERST RI x HY — TS 
式 和 线性 变换 求 完 成 ， 对 于 章 尔 司 特 拉 斯 型 来 膏 ，G (7x) 的 一 个 需 点 
WG eo, 而 后 把 其 余 三 个 圭 点 的 形 心 到 作 原 点 。 对 于 勒 上 特 型 来 
襄 , 应 选择 一 对 点 ,关于 G(z) 的 二 对 要 的 每 一 对 都 成 从 配 株 ( 与 之 
租 成 交 比 — 1), HU E bu 0 及 oo. G(x) 的 四 个 根 可 用 三 种 
不 闻 的 方法 分 成 二 对 ,因此 ,把 任 一 答 定 的 G (z) 简化 为 勒 上 特 型 
也 就 有 三 种 不 同 的 方法 。 革 尔 司 特 拉 斯 型 比较 对 称 ， 内 此 在 理论 
研究 上 较为 通用 ; 勤 上 特 型 是 较 高 的 标准 形式 ,在 数值 计算 上 更 较 
458. 现 布 的 许多 数值 表 都 是 就 勒 上 特 型 计算 的 . FARA 
me da a iX E 629 3x — Rob ETE Se 


fiit 795 RB) T BUT 
如 04:350, pu ARH 
1 Y 


(2) TE ag wi Y= a? 


将 G(x) 简 化 为 三 次 式 , 这 里 a E G (z) T 38k. IA 
(1) 化 为 
(3)  4A,X5--6 A4,X?4- 4 A,X 4- A, Y? 
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Ap 
(4) Ay= V4 Gag) = a,a$ + 3 a,a$ 4-8 a0, +0, 


1 
T 7" (a4) = aga H 9 ct Go, 
ml 


A= 
As= Y, G" (a4) = tola yy Ag Va, (U (ay) = ao. 
如 oo 一 0 WOKE OÉ, SES FE ën KET, 
其 次 ,应 用 变换 


"E 
° 4 a TA 


acit i 3s — 30H , BORG (3) K ae aude aE np ehm 
(00 4E — pë — g, = P 
其 中 
(T) g,9341—44,4q4 9,3 AA, A, — A3 — AZA, 
MAR nf 41 
(8)  g,—a0,4-3a2— Atag 
(lg Gy G 
S= |i % G 
Q, {a My 
都 是 四 次 GORE, Hf AE Burnside J£ Panton (1892, 160 
CHT) (p Re PHR E RE RODE SS BR Ek aku. 应 当 
iE Jun) 与 变换 中 选用 的 (009 SE RE o SESE, 
R COO ras SC Co s RCS Dou FIR). den 
是 ,如 oo a 都 是 实数 , 划 o, 及 gu 也 必 是 实数 ， 
简化 为 勒 上 特 范 式 
首先 ,我 们 来 证 好 G Co) 可 分 和 解 成 如 下 的 形式 
(9) | G(x)—[P,(x— B) +C (z — )?] 
x[B,Gc — BH)? -- Co (e — 752]. 
Sie E, G(x) te Bj RY 
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10) A(x) = Q (G) (v) 
Gy (a) = pit? 2 qui Hri Qo (0) = pet? +2 qq Hry 
ie À As BFR, Hir 
Al) (p— p) (5 ihn) (31 — & 5)? = 0, 
Qi — Qi 将 为 一 完全 直方 式 ， 设 Ms M ACD) SX TH, Jl 
(12) Qi — 40, = (py — Mp) (e — B)’, 
Qi — À Q; = (pi Aa fal (z — 7)2, 
办 此 
(13) Q,— B,(x — B)? + O (> — Y), 
Q; — B,(x — B) --C,(v — 7), 
其 中 有 7 为 某 些 常数 ;这 就 证 明 (9). 此 外 ,如 o, Oy 
MERK C (a) EINER, BE Ore) EHRE, HAL) 
式 的 左边 在 和 一 0 时 将 > 0, 而 在 A= Pif py 时 将 <0, 因此， 和 £ 
À, 为 实数 ,2) 中 的 BR Y, EAE (13) 中 的 Bu, Cy HR C 
数 . 如 oe: a, 是 实数 而 G(X) 的 所 有 根 都 是 实数 ,那么 分 解 式 
(10) nf EXE AES Q , G) 的 需 点 不 与 Qs Go) B E UAE N BOY AS 
难看 出 Br Y ARES, PET PSEA G(x), Wf Ty - 
PHB In (9) IMATE, SIC LIU Q, 及 (Cs hi 
BRAIN dr By +C,=0, 或 者 是 Bs 十 Cs 二 0. 
在 (9) 中 分 
z — Y H 
al) gopa iom 
AUB) LAKE X 
(15) a= EG- kg) =n, 
其 中 
(16 m d 


Hrs, RR |A] <L, 如 |E] — 1, 剧 可 用 零点 的 


Ri 简化 为 勒 上 特 
G(x) Bb Bir AD AR 


Cx) | TX 项 
区 Fi 变 换 X Y= 
HER KM 
aS i os oam sin? d 
. ds 041 Sine Ó 
Co (ta ` 
Gatz) +1 w _ _ 
l. 
[gr ga om Gata) SIT 
四 A "Pr ttp diy Sin” d 
G4» — 032 Sin? dh 
x = Gat y + d 43 sin? di 
4 < z x ————— 
(31 - 043 sint d 
AR —1 IL ss] s — ss - — 
» - a Gi — Oatley sin? $ 
GQ, = Z = G i un 
03177 doy Sin" ó 
G3 =< T Say Qa aao sin? $ 
Gy (z) +1 | 一 -一 ”~ ..- | . — 
ay aasin” ó 
— ai < z * . 
= 个 am 1-sin2d 
ü 
XT tS oda a4 一 -一 31 
sin? A 
点 -1 = - 一 一 -一 


data — ayay sin? ó 


Oase + =< G — 
(31 — 1 S11 E 


BE | E? | X1, 但 — k Jy 1 A ROLAR T EzE AN 
TAZA A, ix Ba oS LE CL — £00 — KE» Oa r TEEN 
fi — ier RE RN EIERN de PAE oc/ 6. 

现在 将 就 (1) 的 系数 为 实数 、 在 积分 区 间 内 GG) 20 的 情形 
道 出 更 为 特殊 的 简化 公式 . 在 这 种 情形 下 ,简化 手续 可 借 一 实 变 
换 来 进行 , 使 OK? —1. 简化 为 三 角形 式 的 公式 为 [ 变 攻 中 见 
13-3 (20)): 
(17)  y?z cos? (1 — k? sin? A). 
RATE BLA B| mun SS (G, 中 的 a, 或 G, 中 的 au) är 
土 1 ,假设 这 样 做 了 以 后 有 
a8)  G(2)= xll(z—a) 
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范式 的 变换 


对 应 数值 | 
sin? Q = -一 -一 一 一 | k? H 
| , A | 
di? Ek ay AL Ü 
Out 770 a4 Lg X 
= (amaga) 
dp oa a3 0 
Up — T — (04 aa 16 x 9 
da Xa a4 0 (asia) 
ous a-x az 1⁄4 x 
— - | (agitat) 


其 中 GA G, W i=l, 2, 3, 4, OD G, BE i=l, 2,3. 应 用 简 号 


(19) G, |, =A, 77 Ar 


Y B—86 
(20) (ag, 7,8) - 23 Ser 
1 — k? sin? hi” dz 
eD n= (T Gu) ) At 
这 里 u 是 一 常数 , 且 
dr de 


UU py "ces 
Wu AH TARA SHARE. 

SS lei y G(x) 的 所 有 根 都 是 实数 时 的 变换 公式 ,这 里 假定 
(23) a, >a_>a3> aa 
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Ar ñ 4, X) fa L 3 


Gr) 1 A 


pn4rbe,q- d» v—cosd 


2 2 l-vreosh 


T COS 01 aa 
tan y= 
( Vi 9. cos ln  X— «ay 
e 1—cos$ 
cos 0, l+cos 内 


Zei 


(tan 14 dien COS A (a= 2) 


z=bi+cıtan (ó+ 164 0,14 012 


tan ($ 4-14 032-14 0) = (x — b.) ei 


z=bı-cıeind 


tan d= ji 


(如 为 G3, 应 略 去 a4). 对 于 GZ 的 首 项 系数 的 二 种 可 能 情 彤 十 1 
及 一 1, RARA KPA G(x) 20 SIX HH], ze te e hk, E 
Bou wg z ER ofi, Ek. 

3e 2 HSH) J SRL RART AO WEAR. 在 0 的 情形 下 , 实 
ARAL o, BALA 
(24) bice c0. 
AE C, WAG PAR A RER ETE D, oo: BEAL FR 
(24) dts £i B, 在 Gy VUES Ltb EINE 
(25) Db +c, bic, Diba ¢,>0, e,>0. 
KHK 2) Efe PC, E, nt. DN BET Ié AK k zem, 
3X HE Hi Wy c ar F : 
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iy A ab X ox 
PE 
对 应 A Kë | 
WB HBD E —— 一 -一 一 k? A 
£ | p | 
ans ai 0 (zes 61 eos On) 
RER [sin 14 (01 — 62) ]? | 
os 61 Cos Oy 3S 
830» Hii f m a i 
o — 
8, $t fü ei TE (7 ML 
[sin áA Me)? 一 MEE 
EXT: 
8, $b fi °° A - (es) 
— 1⁄4 T n m We UM TT 
— oO -i 全 
by, 34,1% ü; -iz b 
£g UR sin? Os ( cos ‘sy 
Si f = Cita 
GEN 
ur iss ló x i ( n 
$ o 


(26) 


v —tan (16 0, — V5 0,) tan (19 0,4- Vo 01). 


(27) 


J1 一 


tan, = - 
C 


ian 


ian 


iy — b 
H 


ay = 


C 


— CE 
Qm hos, 
i " oh, 


(tan 15 0,)? — cos P,/cos Og 


ge 1 Al de 2 中 的 变换 


公式 在 GLT) FE ASAD AE Kali - 


Fg de P Ae a FR (23) 38 (29 Ir PAT ak ASPE RI f RE e KG? 


一 般 将 是 复数 . 


把 椭 国 积分 变换 成 范式 的 简化 公式 由 可 以 在 一 
rk Bh LEB SCARIER, KARPE: Gróbner J£ Ho- 
3 i); Jahnke- Emde 


freiter (1949, 


241-246 (Hi, 


1950, 221-22 


BE RY Sh de. Sr 


. 332 mo R x WG 数 
(1938, p 58, 59); Magnus-Oberhettinger(1949, $% 7 1$); Meyer 
zur Capellen (1950, 2-3 fi); Oberhettinger-Magnus ( 1949, 2 
ffi) A Tricomi (1937, p. 76,77). KEN TKM Tricomi 的 
STEHT PARI. 还 可 以 参看 Byrd 及 Friedman 即将 出 版 的 
著作 . 

椭 圈 积分 以 本 圆 画 数 计 值 的 方法 见 13-14 入, A 0 Vai Hf 
的 方法 见 13-20 Ei, 


13-6. LRP AoE ek 


AE 13-3 Ke 12-5 Bip RNE "mit HAA Mb — 
二 、 三 类 椭 图 积分 的 典范 形式 的 方法 .。 草 尔 司 特 拉 斯 范式 的 积分 
用 革 尔 司 特 拉 斯 椭 图 面 数 来 计 值 的 方法 将 在 13-14 节 中 说明 ;我 
侦 在 这 一 包 里 将 先 讨 窒 勒 上 特 丹 图 积分 的 计 值 法 ， 

首先 ,分 
(1) F(b, k) = i (1 — k? sin? £79 dt, 


(2) E(b,k) = [ (1 — k? sin? t) dt, 
9 
(3) lv, k)=| (+v sin? 2 1(1 — k? sin? 2)7at, 
0 


使 定义 13-3〈20) 更 为 明确 . Hate RY ZEEE nb 
外 ,简化 手 秆 都 可 以 在 
(4) "ell 
的 情 交 下 进行 ， 
第 一 及 第 二 类 积分 可 凋 被 积 画 数 展 开 为 二 项 式 级 数 来 计 值 . 


` N = (15), 2n n 
6) Fi, bz äi Të (p) I| «1, [sin $| «1, 
n=O t 
S — (— 1534 ən C 
(60 Et, k) = > — K?" S, (b) || «1, sin $] <I, 
n=0 ` 


其 中 
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(7) (a), — 1, later (2D ED. 


(8 Sah) —[ Gin tat 

- zu "e+ C707 (=, eu) zm d , 
由 此 可 知 ,在 根 为 实数 的 情形 下 o A 348 Jy BE AR BT AH 
BP K E. 当 模 接近 于 1 的 时 饶 , 级 数 的 收敛 较 慢 , 这 时 应 使 
用 比较 复 什 的 展开 式 , 见 Radon (1950), 他 还 答 出 了 及 五 的 三 
角 和 级 数 展开 式 . 第 一 、 二 两 类 丹 因 积分 的 数值 表 有 很 多 ; 见 Jahn- 
ke-Emde (1938, p 52-89) , Fletcher, Miller 及 Rosenhead (1946, 
21 Q8). 

Hi P 28 = ZR Ba Ay ARATE + IC PES AM 
远 较 复 什 .方程 (号 及 (6) 的 类 似 式 为 
(3)  I($,v,k) => (=r) BTO fv) San Lé 

{Aj «1, Iv|<1, |sin $| «1, 

其 中 


ae) Sei = > Lk 


SR (9) Se In] «1 使 这 一 展开 式 的 应 用 受 
到 了 限制 .其 他 的 展开 式 见 Radon (1950). 
JB 0 vate REM) SOA SERE H (ó, >, OMIE 13-20 
tf. 
下 面 我 们 提出 三 个 公式 : 

(11) H(p, 0, k) =F (o, k). 
(12) .(1—Xk9H($, —k*, EI =H (d, k) 

— (1 — k? sin? $) k? sin $ cos ch, 
(43) (1—kK2)H(Q4, —1, k) = (1 —k2) F ($, k) — Hie, k) 

+ tan j (1 — k? sin? d)*. 
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13-7. 勒 上 特 袖 到 典范 积分 的 其 他 性 质 


(1) K —K (k) - F(Vom,k), E= E (k) = E(Vom, k) 


(2) k'—(»1—H)5. 


(3) K'=K' (k) =F (m, k'), E'= E' (k) = E(1 5 m, k^). 

ACSA P (d, k) E (b, k) aL Fg 13-319) 所 定义 
DIE: y ag Sese RERO A fH XE. X RE Og v= sn g= +1, 
ck. Wu Is RR EXC. 


E 分 W d 
F' (eb, k) 4K ZE 
Era, k) AE 2i(K'-E^. 


TT 
周期 (因为 在 0<k<1 "ERE SALSA ALI) 
BP (bk) K EG KR E x sin o WSMV, fH ER 
要 对 应 的 FRE GS f Rich Bg AAD RASH, FBZ, R 13 et 
WA EASA R EF REHA. ORR h THER He oz 
E(u), VÀ 13-16 fi, | 
RIAL, E FAUT A, JUGE RH. deum Ó X b, 
由 下 面 汪 方 程 来 确定 
(4)  (l— E? sin? sin? fr) sin Z = sin $ cos h (1 — k? sin? y)” 
+ sin j cos d (1— k’ sin? db)”, 
(1— k? sin? d sin? ys) cos Z= cos d cos i 
— sin db sin J (1 — k? sin? $)* (1 — k? sin? dein, 
TELA = RITA aso A <: Vom aS AE 
BIBI — TREE CERO 则 E (s k), Pb. FO ng ou POS 
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(5) PU) = PU) 4), 
(60 E(X) zs E (d) + E (j) — k2 sin $ sin J sin X. 
13-4 mir en H JG VE PE, ELS Well ré RR Dé 29 
更 为 方 使 : 


(T) nt, dh, E) = f k? cos ijrsin ip (1 — k? sin? Jp) sin? d 


(L-k? sin? ys sin? 4) (1 —k? sin yu 


=ctn (1-— k?sin?) ? | H (d, — kt sin? p, k) — F (o, k)], 
m 
(8) (hy p) — II* Qi, d) = Pb) EQ) - F (b) E (0) +n mi. 
xx. RER Sé Aler 符号 中 的 k RET MESES Tox n 
wR. 

JW LAE mn (een) E SER BARAA ur e PEEL CS RD s 
AGIA, 

4E 13-5 Hib, 我们 件 提 到 G(x) A TEA AEA tea ns 
Werk Anke REB AUS SZ AE Se A TE AU HEAR 
变 为 如 下 数值 之 一 

ik 1 1 £k 

(9) exc Fe aeg 
ET bm 6941.8 T RS RI ZWANG EB FAR R ($% PE 
变换 ) . RY OKRA, FH 


l—k' 
(10) 1k" 


JA k ER (10) HERNE ASD LEH 44 PES AS (Landen ag 
Ho. 

K 3 Ay Y EA (9) 或 (10) int - 38k Ë FA PEOR REF Oe mëi 
变换 式 以 k 表示 变换 值 A 以 Pid. D, E (ds i Ó Be kd 
a Fb, k) Be ED k), BR) Abus It 
(1) A (db, k) = d —k?sin? d), Alam K) = A. 


sp 数 


AR 超 
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QUO. cu on o orte) Na 


$ soo $ utis 


UE GEN t 


y41 


ë 


CRAE — 


$ soo $ uts 


Cap ‘ yi 


CAP EI 


[Cy oo um = Gr nar GUY 


(y do AT 


(2 *40 I Cort T) 


LPY 


$ .ul8 J — soo 


(4'P)V 


$ so» $ uis( y + T) 


Qv 
puts t 


[Oy tó) vb uv3— (y tó) FY HF)? 


[G $) E 4 PAI 


(4 Sh) 2 — 


CEPT 
$ uis a 


C4 CE 


pue, yi- 


GA: Es 


$ uts y 


SKI 
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35 Lh d WU sin d R cos 中 共同 确定 ,包括 2x 的 倍数 。 
我 们 还 提出 下 面 的 微分 公式 


(12) PEE sin d cos $ 
ok k" k A (Qp, k) | 
8E E-F 
ok k 


. 13-8. Sg 2 MES 


Amm Fi ee 
H. dx 
D sem], 4.57 |, OP 


一 k?x 


(2) ge) =| "Alb, b) db = Ge =) da, 


_ _ 
© h=he =| rr 
_ dr 
=| ara =m ü mpu 
从 13-6 (8) 有 
(4) S062) m [sind CMs, 
在 13-6 (5), GCS) debui AARNA 
(8) KE) = =F 61; k’) DÉI) 
(6)  E(k)-19m,F, (— 14, Vo; 1; k?) |k| <1. ` 


(7) Ty, e x (i) |k| «1, |v| «1. 
(a). (b), on 
ot", (a,b; ER a! (c), 
Kënnt Na, 
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Tricomi (1935, 1936) HERR Y PARTIR 


(8 Kisina)= “> >] sin [(An+1)a], O<a<lyx, 
及 不 等 式 
(9) In4<K-+lnk<Iinn. 
MERTA KO) 0<k<1 EF kn — 4 W 38 MW UH X 
K(0)—!5m, LADRE Ande k 1 IJ K apu ee E 
精确 地 说 , 印 
(10) K-In (4/k') +0 (k? Ink’) k' — 0. 
53—JjWi, HAKEN E dE 0<k<1 En — T UU Re, MIM (2) ah 
(11) 1«E« V5 m Oz k «1. 
Ak 1 BRUTE WAI rap Ur Teo He HI XE giw Së 
Radon (1950) 的 著作 .其 中 还 有 Hamel (1932) ge HDI 98 = 2% fi 
分 的 一 个 公式 . 

JH 0 RA N REIHE RI SFR 13-20 BW. 

xp PE IB] RA i 433124 F 3 3 变换 式 的 变换 式 , 刘 于 
下 而 的 示人 中， 

下 而 的 变换 式 特别 重要 


1 一 1 EN dad! 
(12) k= — K (i)= ET KD, 


LEI t M EA! 

”因为 可 用 以 作 下 的 数值 计算 ，(12) 中 的 第 一 式 可 帘 成 
in, BKM 
Fr” 


3x Ht, An O<k' <i, Di k'« k' 1, titer 变换 重复 进行 ,区 ARE" 
l. 对 应 的 KOA Lom. 现在 定义 

Zhi 
(13) kj= hk’, ces = kr’ 0 = 0, 1, atte 


Rs & ny H D2 S EAS. uf fy 
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tT. O +I y- "EE 
M3 H KEE May | NUTUS ro 
- i . | d u 
Pha! | ATT z ATI 
一 (í ` Ll in 
Mil AG | MH MCAD | Myer A-T 
, NE. ail | y? 
O an: T UTD T Ay CMITMNOUN | Kë y 
(M5072 - ML WT 207 4 & | On DY | M e | E 
Py rum OE G vt. a T H b H Jr aif 1 3⁄4 
A A I n 
T+ Oa - Mel -I+ tt? YA ' THADA | 7 
| | 
ci | Ki H M | A 
| I _ I EEE — 
; 3 nat | 3 
AT CM! 7 Mu tA T Ke EMO LES. PE! Y 
CD. | (COE (1) M COM Y 


| 


| —————— 


GË X 52 6 MK KX yË 
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2 
(14) K() - ie 
BRR ie ARP B| IA 22 2 F 639 Lk ed 
(19) KE'-K'E—KK'-—16m. : 
RITA N, FAIR 


(16) K(2-*) =K) = DOT 


"|= 3%K( sin), 
(17) K' (nl: 3 K (sin is) 
(18) K' (2%—1) =2¥K (2*5 —1), 


/$5—4 —1 
el) 


(20) K'(ei*/*) =e™ 8K (gio) = — 4P(1/60 


第 一 个 关系 相当 于 积分 
| (1— a dx 


e SOR BEL SUO gitt, I — OTH BE 08 62 
比 情形 . 

ASRS MAD LO, k) 可 用 第 一 及 第 二 类 不 完全 椭 图 
积分 来 表示 . r> 一 1 的 情形 是 勒 上 特 所 发 现 , 而 ?< 一 1 的 情形 
(这 时 应 取 积 分 的 柯 西 主 值 ) 是 特 列 柯 米 所 证 明 。 参数»? 用 -一 辅助 
车 9 来 表示 ,在 区 间 ( 一 ,一 1), (一 1, — k), (一 kK?,0) 及 (0, oo) 
LATA A RAR HERE: 

(21) ctn 04 (0, kMI, ( — esc? 0, k) 

— E(k) F (0, k) - K(k) E(0, k). 

sin 0 cos 0 


(22) FTN, EY LH C— A (0, k’), k) — K(k)] 


-—lex-—[E(k)—-K(k)1F(0, k) - K(k) E(O, k). 


STEE Rn 341 
(93) ctn6A (8, k) LII, ( — k? sin? 0, k) — K(k)] 
= —EF(0, k) -KE(0, k). 
(24) ac [H (k? tan? 0, k) — K (k) cos? 05] 
=[E(k) — K (k) 1P (0, k^) +K (5) E 0, k’). 
FE K, E, H, 之 外 ,为 方便 起 见 , 有 时 也 用 


sin? ch 5" cos? d 


lx 
(25) D(k) = Tani Bir | Des 


WS (sin d cos d»? 
kN =| — ~- i . 
we), Taide “° 


JA K= k’, BE TAR AAA RRR IRRA: 


K —E E—Ek"K 
(26) 也 一 一 人， B=K-D=- > 
D-B 1 - 
Cul -k)K-?E] 
dK B dE dp D—C 
(22) 2 ^ae Dr IT 
dB dc B 


2 
(28) | Kd«—2& B, | Ede 3 e (E-- B), 
| Dax= —2 g, | Bdx —- 2 (E-- B), 
| Cde=2B. 


FEF EELER X i 26 e (6 EH 
可 参看 Jahnke-Emde (1938, p. 73-84). 


第 二 部 分 SIL PA 
13-9. BARR Rs 
RE E, AH MIR I psg, Xy FEB A 


$42 高 K 起 BE dm 数 
Ae nf CHE RHR, RIKER MER u 及 史 之 间 的 关系 : 
1) u= i (1 — k? sin? 7 dt = F (p, k). 

0 


ZC Suë u H w= sin $ 的 一 个 多 值 两 数 ;反之 ,方程 1) 也 把 
Pp »X sin $ 定义 为 的 一 个 画 数 (可 能 是 多 值 的 )。 雅 可 比 合 
(2) d=amu=am (u, k), 
THU F ARR (129 AE V e 
(3)  snu-sn(u, k) —sin (amu), 
en « — en (tt, k) —- cos (am t), 
dn u — dn (u, k) = 4 (amu, &) — [I — k? sin? (am u) ]*. 
BR 了 这 些 之 外 ,还 有 下 面 常用 的 九 种 画 数 
(4)  nsu-l/snu, ncu=1/enu, ndu—1/dnwu, 
csu=cnu/snu, ssu=snu/onu, sdu-—sn u/dn u, 
ds 4 — dn u/sn u, do s —dn u/cn u, cd u— con u/dn u, 
这 里 的 记 法 是 格拉 希 所 提出 的 
4E 二 0 处 ,可 分 
(5) snO=0, cnO=dn0=1. 
IRIN, ARES TER BITTE (4) rh a Ju + V E S 
75 VERSA AE Ace EIE RT EB (ns u, cs u, ds u 除外 , 它们 在 
s= 0 Abi UI JC KAT IL At Mehr). ARE 2 pit aw n 
Sede : H6 Te AE WT w = 0 (Spb 12 4S BR re Ki BF 
Fri ea PERSE ER EX ABE eB, E Jedes 1 CH) ER E 
之 外 ,处 处 解析 . 3X Akt A BES OD 889 bots bi RR (09 aral: tE or 
ETE Hancock (1917), Neville (1944). 
AC AAT E AVL J, BE z Bw 
AMR 
(6) 2= ` „a E — gt — g4) "dt 


LCE SID wë Dr licht br P žk: 
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(T) w= (2) —8 250» 93): 
多 (2) ky te Alin, Ke TIEI E T I) 栎 上 之 外 ,处 处 解 
N. 

AREAS Are F BO BUSCA — + JR AA r P] ORG 
Ax (LAFER EL O<k<1 的 情形 当 不 如 此 ) ,值得 注意 的 是 有 
男 一 具有 很 多 优点 的 方法 在 在.。 EAR E RHEA RED, 20078] HUI 
PAT Ba BCE AE H Sen SR R A ee. Abe. ATL, 
Hf B] E thE PARE ER RC Rs I. RAP PE EH ONDE 
AS SX — PERMETE SE, 35 YHP LR ër ES 58 [BUSCA NT DS He 
将 在 后 面 13-14 名 中 讨论 . 


13-10. 3 f AH Bg H 


设 f (2) RER Y 46438 ERO EZ PS Rb Rb HR A. 
xx — BBC — + 8) UIS i p, 对 于 所 有 使 了 解析 的 z, 都 有 
(1) fl)=fle+?). 
JUR — 4 CRSE- SE) MIR HOT GS Ae 45 8) (nn np, n 
KR). we OH EP Ee T EL C f(z) 的 各 个 周期 
的 点 的 集合 . 如 f (202g i Be MJ Q 部 为 整个 平面 ,除了 这 个 情 
形 之 外 ,可 以 证 了 明 {[ 例 如 ,可 参看 Tricomi, 1937, 258 1 we, BF 2 m]: 
2 或 者 是 通过 诛 点 的 一 条 直线 上 的 等 距离 点 组 ,或 者 是 二 族 等 上 是 
离 平 行 线 (格子 线 ) 的 交点 所 组 成 的 格 点 . FERIA F, FD) 
记 周 期 的 ,而 在 后 一 情形 下 则 是 双 半 期 的 . 

现在 我 们 来 考察 一 个 双 周 期 两 数 f(z) 及 对 应 的 格 点 集 Q. 格 
IRA ee p ESTERI EPS (CHAR. A) ,也 就 
ERREA BG IE a Ak. TITTEN > 
的 顶点 之 一 在 0, FEREICAS TD EROS 2o, 2o', 20+2o'. HU 2o 
Bro 就 称 为 是 Fe) WI CR lg UJ. Jr 3 3 J8) 30] JU Ar 
(2) 2o,,,—2mo 4-92 nw m, n 为 整数 . 


344 im ® JS EKA 

ARAB, o/o 并 不 是 实数 ,我们 可 以 选择 原始 周 其 使 
(3)  Im(ow'/o)0. 

xXx — AETHER T P HJ. 

— A Hr zi s nd U HE 4 4-25: TRAUN , uos e "E 
FORMS SM AAN. x oo 2 ff) si 8] FR B, 
UP LINDE VE 
(4) w=aw+ Bw, w = Yo d do!’ 
当然 也 是 一 对 个 周期 ， 如 
(5) ad$— BY=1, 

则 由 (4) 式 可 知 

(6) w=da— Bo, w = — Yo--ad', 

用 此 可 知 , o, o, 因而 也 是 f (2) 082839 Ro o 的 一 个 整 系数 
线性 机 合 ,而 (人 则 答 出 了 另 一 对 原始 中 周期 、 原 始 守 周期 的 等 人 
对 之 间 可 用 罩 位 模 变 换 来 联系 : 


@ a C) aß! 

e [edly al lor], ios 

Bf Danze Tricomi 1937, 28 1 Ya 98 2 凶 ] ,一 对 原 姑 周 
期 可 以 选择 得 使 之 合乎 条 件 
(8)  io|«]|o'|, Im (o'/o) z 19-3, 
但 这 样 的 选择 在 本 章 中 不 采用 . | 

2 ^R. FE ek REN MENT AV ORTES 
Ay (RITE) 9, WB EY f — pide 79 53— 1 dO Ofen — 
RUBY, APR EEE AN wm. mmm AER BR Be 
为 平行 四 边 形 ,其 一 边 及 这 一 边 相 交 的 顶点 算 作 平 行 中 边 形 的 一 
AE, 而 把 其 他 二 边 及 三 个 顶点 不 作为 再 行 四 边 形 的 部 分 ， AE 
一 点 Zo, 点 
(9) z= Sa +2 Fa Nw! 0<£<1,0<mT<1 


= 1. 


$ 9 e 8 @ — €. @ 
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H 
(100 z-z,--2(m4-£)o--2 (n + TD) oo! 0<£<1,0<m<1 
的 仁 一 个 集合 称 为 一 周期 多 ,下 简称 网 ,这 里 m, 2 都 是 整数 . 

由 于 一 个 双 周 期 丽 数 在 种 合 点 上 有 有 有 同样 的 值 ,因此 ,我 们 只 
要 说 明 这 种 画 数 在 任 一 网 烙 上 的 性 态 就 足 约 了 . N SC) 只 有 
Aar RIVE. BOT VERA UL (UTI 2,) 8 S (z)iyg y 
各 或 寄 太 中 湾 有 有 一 个 位 于 一 移 格 的 边 洽 上， 在 13-11 节 的 一 般 定 
理 中 我 们 就 这 样 假说 , 厦 把 这 样 的 一 个 稍 称 为 胞 . 


13-11. PRM RAS — RIES 
AR I^ AR ER p: A TY ue He ae, — BAT Ui 3 


FY LAGE KE OB) JU EE ELE "EE Ri HERR Z ur 8Ë 
AA EUER. eU, f (2) BCR PIM 4 UR XC, 
c, o HF, Q 为 与 f (2) SCRI ut an. 

WITH, APPS clés rn: Š x, 0 dc 
tb, E3458 [E] UR EC E n Pr E ED STRE REC (B S 8) , BERE 
Tu sepu fs RC OR HS 只 指 CETTE Sam 
inito nu nmm WDR Auge: — A Ux 
EAS EE EHS — hs 3 

AHRENS WAR HG Done. mt, WIRE 


* 9 09 —9 9 * 9 ^ & S5 a 2— ^5 ^» ^» ^? -» a 


RESP, Wie — RR R rau REAL. Bobo — im 
Hr A 4003 Se + Ge AS pek i — BRIE UE HE Dr 一 本 性 
奇 点 存在 . Wa, MIETEN — ^ M [B] ER CI i RS. Ae 3 
EN ENT PES SUPERAR, 

TE — TEL VA AS Rie NBS Ay S RT UR Tc AEE, 3€ B T Rk dt W 
Ti s EORR TORE. E sc IA AR S UNI CUR EA 
不 可 物 集 . 
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AA R CTE UN 0 P ER eC E REC Ru FE TR. 


+ 9 09 6 F 9 €t 9 — 5 c2 8 4$ c^ b FS 9^ 0  * 0 * 0 4 8€ 


me 5 为 胞 的 边界 , 留 数 之 和 为 


zl. f (2) dz, 

因为 沿 着 相对 边 的 积分 互相 抵消 BOX — Ru RP. 

不 存在 有 一 陛 的 椭 略 两 数 . 因为 这 样 的 一 个 区 数 在 伍 一 胞 内 
Frin — i US uif s Ef E BB, Y CSS TE, 

一 个 了 PP TED RECS AAR ST: 2k GH li 

数 也 算 在 内 ) AYE Dar TER DP 88 k& Mi 
f'(2)/L£(2) — c HEI LIC 上 正则 ，f (2) 一 c BRONCE EN 
AC RE ng xo 


Ir f) 
SH f(z)— dee 


而 在 这 一 积分 中 ,二 对 边 部 分 正好 相抵 . 
零点 的 一 个 不 可 移 集 的 和 与 极点 的 一 个 不 可 和 鸭 集 的 和 重合 


* + Ò č u 8» t t ç o ç è $^ aia ç a » n ç ò 8 c *? A 6 m ë >è S ë >»  » 


CELETVI BPO. Sk C 为 一 个 胞 的 边界 ， 
HER f(z) 在 C. Wand o, as AH Bo oy Bee HD 
SEIFE) E gu tut mp. 留 数 为 de EI 
th ERE OO 一 


lfzfí(z), 4 
(1) zai]. f(z) de= 2, (a, — B). 
如 胞 的 顶点 为 Zo 2-2, 29-20 4-2. co, Zo EI Ry (1) 中 的 积 
分 为 
1 N => eH eee 
— — ——— — — —- | dt 
Imi 


f (zott) J (254-90 4-1) 
_ 1 iu E (zott) (Ay -2o-EO f (2, 3o 4-0) | p» 
2 Jf (za +t) Fir + So! +t) 


Kai 
=g SCH train 
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由 于 f) 具有 周期 2o 2o', Bein In f (2), In f(z. +20") X 
In f (z, -- 2) $E oi AEH 9 mi 的 整数 倍数 ,因此 ，(1) 中 的 积分 应 
SEF 2mo--2no'. 
DEREN fiti AR A, Prin dl] LEE HE MT. 
二 个 只 有 相同 DE FE EJ IOREK AE f WC pink 


w ú, s č è — ë, w 6 c* s» >» » - s — > 5» Tm 5 P$ e mn R 8 e$ ç è * t* 
ss e ç. 35 S ç a s 8 © @ «6 
* E 6 e * o 9 e t* 3. * ^*^ ° 


& >» č è č è 8 a * 8 #8 #8 c5 


A ins DM Zo ROT A R, Di 
TZ Ft BUA, 2E, RED EU USE [a EE EN. ARRI, SCR 
FHS TE "mmer HR BO RTR Ca. Rp E— B CS 
导数 也 属于 吕 . At RE TR Rp "rm Ae FE 
不 一 定 属于 只 . BR Qo, 20") BR AE SE SO RT ook 8] 39) , 
Ak Roy using —o JAI , Ho —5g R rB PAY AAT JE 
始 周 期 . 

EE P HE Bs Be CH, 13-14 区) 表示 的 表示 式 可 得 
503 JU PRR 

R VPE: BS "MÉI RG Kin INI Ee a g) =0 


w è © h s > y% æ 


w + 6 e 9 a a s b a E WO 6 90 WE 
e è se > ç +% 


这 里 的 P, y) prd Bof ERAZ, EE 
FE ABT GBF (2) UC te 
(2) ALF), f(v), F(u+v)]=0, 
这 里 A(x, y, 2) SE-B, ERCK P, v, 而 式 (2) 在 
w, 2 是 间 样 地 满足 的 . 


an, nf Pim] nA BIEN 2 MY E 定理 的 2 的 


LE a t — 8 — — ^ B5 ^ he 


9 8 9 è c 8 s e @ — — c*c e@ F c9 © * 8 y @ —— — 08$ © * s 8$ 


348 es ag HR 数 
为 某 一 数 ) HS AR VC, 


Joe iB FE CAA TE Me Bl E RT. ER j goh, 
或 者 把 傈 一 胞 和 中 呈 有 一 个 二 重要 ( 留 数 为 雾 ) 的 泵 数 选 作 标准 页 
BREI HG rr HG Lin E An LC üt ai 
ZO nt RER. 莫 尔 司 特 打 斯 理论 选用 第 一 种 ,路 可 比 
理论 则 选用 第 二 种 ， 


13-12. 3R/RE)NHBUNTER MT 


Be Zo, 2o 为 固定 的 一 对 原始 周期 ， 
(10 t=a'/w, Int>0 
2) wWw=Wya,=2mo+2nw", 
我 们 以 D 及 V dece Brot m, n ORU BEREA MESIR, T 
AER M SCR BOSE BK m, m (m = n= 0 HPI) Akku 
fa. 

章 尔 司 特 拉 期 而 数 9 (2) — (z|o, of) 是 一 个 周期 为 2o, 
20 WRA, 阶 数 为 2, 在 2—0 KH TEE, RC E 
BREI 27, dfi 9 (2) —27? EEGEN ILE 
2=0 EST KERTHE- MENT Š (2). 为 了 求 得 一 解析 
XX EI HO — REOS EREUAEC EBD RS ut w- wu 上 
其 主 部 为 (z — 00) 7. ZE T VC A APSE I PSR 
(3). J (ez)=z2--2> [(z — 4) 2 —a 2], | 
此 外 , f(z)—274€2-0 BET WAS R IT HE a a 
f(z 90) e f(z) =f C2), Mike f(z) — 9 (2), X 


(4) Sisi fiel o) - 5 


Y [oer] 


z- Emo —2910)?  (2mod-2no'? 


EX 8 (Ab e nfi. X 
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5) O(a) = dert! N (zwi B= — 2 (zw). 

XUL RU Ee CAR SE ër ad ae ir Š vc EAE UT Wi hg 05 ^E. ib 
VR 
(6) Clej=C(z|o, 0) =2 t+ M'L(z—2)71-- wr aw]. 
eo Pe) Die, 
DÉI (Lois pU Be 宅 不 是 双 则 期 的 ,因此 不 是 一 梯 因 岁数 . 
3 as io 
(8 | C(e-+2w) =L(2) +2, C(2+20') =b) +N. 
HP C) z HER CL Jr 
(9) n=), n =g"). 
BER — MURKS 5(z), ELIA 
(10) we nn 

ENEE 


+ > b»: èe e 5 


(11) o(z)=olz2 0, a") —2 n4 =) exp P + i; ) |F 
. o" (z > o" (z) -alz)\o"(z 
a) U BE. 
应 用 简 号 
(13) gs=60 N wi, g4-140 Sw 
EI tr Wl, o(2) WJ SE ARCET SR, CC. Plz), 
@' (z) 的 劳 价 特级 数 有 展开 式 为 


2 
922° KÉN BEEN 


04) @) = 2 91 35 C jn3.8.1- 35 
g.ga2 ^ 
21.32. 5?. 7-11 i 
| L g gy get 
(15) air, args 925.7 Eg TU 
f 1 E si me Q0 guo 
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In a V2, 
(IT) E2) res VE 


AX PEAR BN BORER RESET OA O E CC RO rb BS, E: pu 
Su, Za, 20x 2o! | 中 的 最 小 一 数 . 


7i Mn Hy ede. 
(18) ss toi = —o-— Al, Gass o 
(19) a= Co), a=1,2,3 
HIER e ër TH] EL FUT A BAG ASR IRRE IT BR, UA 
(20) L(z-E2o,) =C(z) -- 21, s= 1,2, 3. 
(21) o(e+2w,) = — olz)exp [2 Naz H 4) ], 9 — 1, 2, 3. 
AY AE nom Ping i 
(22) o(2)— — exp ( —27,), a — 1, 2, 3. 


而 对 于 这 些 商 数 期 有 
(23) o.(2+2@,) = —G,(2) exp [2,(2+o,) ] à — 1, 2, 3. 
0,2+20,)=0,(2) exp |? n(z d- ws) ] 
a, B=1, 2, 3, a B. 
画 数 (2) A— AAD, BBO 3, 周期 为 2 o, < — 1,2, 
d ARE IEA TA. 4rd 9" H fi JN MJ Lo. Be 9 ( — 0) 
= 8 (wg), KA Oz) RR € (— 0,) = — € (e), 由 
此 可 知 2= o, 0—1,2, 3 是 名 (2) MAMI T ABAE. HR 
上 , 常 分 
(24) e= Eloa), a, — 1, 2, 3. 
DI 9 (2) — € (oa) Ae BAAR. "Creton E 
JU ge, 在 重合 于 o, MO LEA. NIELS 
的 , de zm Li TSE Va Hr ex de EE ME Ey (rhe AAS DI o uj 3 
[E (z) — e]'* HY GE Xu A LA E (ti AS GE BEL J8] YY 
20, Zo, H 13-13, 13-16 fi). 
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13-13. SREP RT 4 271 RAEE 


名 (2) 的 依赖 了 全 周期 o, o， 可 用 Sz io, c) 来 表述, "ERIK 
WU F AS 368 Jos 93 IJR $12; 92. 04). KRD 对 于 菜 尔 可 特 拉 斯 的 
RORY A CHE Te] PELE 
从 定义 可 推 得 下 述 齐 性 关系 ,对 任意 的 (550 正确 : 
(1) E (teito, tw’) =t-$@' (z|o, w), 
9 (tz|iw, tw) — 17? (z|o, o), 
C(£z | £c, te) = t1 (21e, o), 
o(t2z| tw, tw’) = to (2 w, e). 
(2) € (z; (71g, t 593) —t7?9' (2: 95. 93), 
P (tz; tig, Ega) 17? 8 Lei Gas 3); 
Lie: tiga Lgs) = tT 25 go. 93): 
c (tz; £7!gs, t ^g3) — t6 (23 g, Ja). 
I yen ARH BE As al ROUTER EC EEK A PP AN ,这 二 套数 
可 选 为 20,0 5. 用 周期 来 表示 不 变 式 的 表达 式 兄 13-12 
(13). 反之 ,从 13-9 (6) 及 13-12 (24) 可 得 
o = |° (4 8 gt — g) ™ dt. 
画 数 
$7(2) K [$ (2) —e,1 [$S (2) —e, 1 [Š (z) — eg] 
都 是 6 MERRER, JE 2 ou a=1, 2, 3. 而 ou o=1, 2,3 是 
"E38 2E AU S ñf J JE, HEE O AT 6 Bth ER. 根据 
13-11 和 节 的 一 般 定理 ,可 知 它 们 的 沿 是 一 常数 . 这 一 常数 的 值 可 从 
展开 式 13-12〈4) 及 (5) 趾 算出， 这样 ,就 得 出 半 章 尔 司 特 过 斯 名 
责 数 的 代数 微分 方程 如 下 : 
(3) 87(2) =4[8 (2) — e 1[8 (2) e] Le (2) — eg]. 
xX — (gr Jr £z up T1 53 — ^ EX TEX 
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$2(2) — 493 (2) +928 (z) 

是 一 个 阶 数 不 超 过 6 NOH CBE ROC ERS TT RT RE RR A A F 0. 
从 展开 式 13-12 (16) 及 (1?) 可 知 这 一 页 数 在 2 —0 上 正则 , 因此 
根据 13-11 季 可 知 为 一 常数 . 这 一 常数 的 值 根据 13-12 (16) 及 
(17) 可 知 为 一 9, 因而 得 人 向 分 方程 的 另 一 形式 为 
(4)  $?(2)—48?(2) — g, @ (z) 9; 

比较 一 下 (3) 及 (全 式 的 右边 部 分 就 可 看 出 ee a= 1,2,3 就 是 
代数 方程 415 gt — g = 0 的 根 , 而 代数 方程 根 的 对 称 南 数 公式 
可 引出 下 述 公 式 : 
(5) ei 十 es 十 es 二 0, 


— 4 (eye3+ eye, 十 e162) 二 92， 和 ejeses = Gas 


1 3 
(6) dite gn d dodo e 


1 
ei 6e gy gi 


(7) | 16(& —e3)'(e3 — e)? (e, — e)? = g$— 2192 A. 
最 后 一 式 是 三 次 方程 的 物 别 式 ， 

利用 微分 方程 (4) 惧 及 名 (z) 在 z= 二 0 E mE Re, BJ Tm Z zz 
”外 变 为 撼 祷 大 这 一 性 质 就 可 建 并 关系 13-9 (6) 及 (7), 以 及 第 一 类 
椭 略 面 数 的 莫 尔 司 特 拉 斯 范式 与 间 尔 司 特 拉 斯 9 vue ce m) ay SE 
X. 从 (4) 式 还 可 有 
(8) (2)=68(2)— le gg, 9" (2) —12 Plz) Y (z), 
应 用 归纳 法 ,可 知 

Qar-D(2) 及 QN) /Q' (zy 

Aie € (z) n X £X. 

多面 数 的 加 法 定理 可 及 写成 儿 种 形式 ,加 下 ; 
1 ee — 8 (0) 


41900—$'vj 


2 
(9) Š$ Gd u) = | =P (u) — (v). 


Si WA a Ss ts 353 
1 F(u) @' (u) 
1 $( Po) 
1 (upv) —$'(u--v) 


Qu 
ann 1 2 [OW - 9()]. 
Bis om | 


(10) == 0 


(12) $(u4-v)-€(u — v) —2 (u) -2 {n [$ (u) —?(v) J}. 


这 些 加 法 定理 可 用 几 种 方法 求 得 .注意 方程 二 边 的 画 数 都 是 共有 
ob ei. Se mt Man fall, 而 且 在 某 一 确定 点 上 有 相同 的 
值 ,就 可 得 到 上 刘 各 式 的 证 明 . 

从 加 法 定理 可 得 章 尔 司 特 拉 斯 丽 数 的 很 允 公 式 ,就 中 有 


— (eu — Gel (ea — €y) — 
(13) (24-0) Seat 99 -a SC a=1, 2, 3. 


H a 
(14) PA= —20(2) | | 
(15) Lais 9(2) + [8 (2) — e] [8 (2) — e] 
+P (2) ~—es) LE (e) —e1]*-- [9 (2) — e] [8 (2) —e3]^. 
公式 (13) 中 的 a, B, Y 可 为 1,2, 3 的 任 一 排 旭 ,方程 (14) 称 为 加 
倍 公式 (Duplication Formula). (15) CHAR 应 根据 (22) 式 来 
Jx. 
还 有 章 尔 司 特 拉 斯 《< K o PAB DY ASK: 
1 $'(w-—9'(v 
Dei at oU) LO) +5 Gea), 
(17) o(u+v)o(u—v) = —0%(u)o*(0v)[#() — €()1. 
EARTH Bod C CHIE, ALY EIS 13-11 
(2) 式 定义 的 那 种 加 法 定理 ,因为 LL) Be o (u) AR AIA CE, 


354 E mR oH m ON OM 
PA HEAT EF, Min AT) Ku ti, PAIN: 


(18) ¿G+o,) =) oz @ e Eé 0 — 1,2, 3. 


(19) Cl2+2 ma4-2nw') —C(2) 4-2m94-2 7, m, n Xx 
(20) olz+2? mo 4-2 no) —( —1)"t"t"g(2) 
x exp [ (z --mo-4- no) (Imh H-n], m, n Wer. 

方程 (16) 至 (18) 可 以 这 样 来 证 明 : HATA SB [9 Ga) 9 (0 J/ 
[8(u) — 9 Q1 C Eo Jen LEE 9 G0 — 900 用 o Bode, 
HA 9 (2) /L9 (2) — e] RE C HERR M BL BH) ENT, 

4E 19-12 Wing 13-12(24) sk ihid LAE [8 (2) a] 
HSH" PEAR NA, PEN BI Bt ont 
ABE, PAB TER 2 = 0 2593 — VR CO] — T NEC CROSS 1 jt. 
由 于 允 (z) 在 接近 原点 处 的 主 部 为 — 227°, 故 根据 上 人 而 的 定义 ,可 得 
(31) $'(2)— —2[9(2) —e]* [8 (2) - e] [8 (2) — es]. 
为 了 得 出 [@(z) 一 en] 的 期 表示 式 , 在 (17) 中 可 介 um 2,0 =o 
FE DY HH (20) A 13-12 (21), 得 

c(z--o,)o(z — o, 
fece cT 
= FE, e äisen, 

根据 上 而 的 定义 求 平方 根 , 得 | 
22) [9(2) — e] = c,(z)/o(z)- 
特别 是 ,如 介 2 = oa, Hj 
(23) (€r — ea) = o,(@a)/G (oa). 

今后 凡是 在 平方根 的 公式 (如 (15) 式 ) 中 ,我 们 将 永远 假设 
在 方 根 应 如 (22) 及 (23) 那 样 确定 .从 (23) 及 13-12 (22) 式 可 得 
G0 (o TO 


将 这 一 式 与 勒 上 上 特 关 系 式 13-12. (10) 结合 之 后 ,可 待 


exp ( — 7,05), 
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(23) (e 一 Ca) —i(e3— €) 5, (e, — e) 6 — i (e — e,) ^4 


(e) — ea) 5 = t (es — ex)”. 


13-14. FE SEE S S GR SE 
Fš BLS TY BD ERA Ç 


IE JUPE ACO EAS SRE — Wr EL Pd Tc Jë yka HE bd Ec hy P] RB 73 bi 
表达 式 或 者 是 8 及 久 的 一 个 有 理 组 合 8' 的 线性 租 合 间或 者 证 
C PARES A PREP EARLY, Me de o v "ronn. 设 
f (2) Fa BAY 0438, ée 2o, 20, Hit 02), (2), o (2) AL 
2 c, 2a! alt At ei M LA cA de hr i Be, 

JB 8 (2) KS" (2) dea dao 

Trob.ut F(Z) 4% z WEN. 如 f (2) fe 2=0 处 共有 一 
Ei, Xen, 内 此 f(z) [90]! AEE 
— ROBE s 下 应 在 2=0 EARTH +0. 1B vi Be AGI G) ]* n9 
RITTER E sias BJ BH. BE ah Ga an s 
— a, Kl — PART PVE Bs Bas Bus ts — By Artin 
FUIS TAY RB IE T KK Aik AF34 EI ee A 

f) Y e eur 


WEI Fe STAD Ps EC, Allee Hr — ^ RR [HL UH 


* 8 $* + c* œ 


BOY BAP (2) ATR ie f (2) EE 

f(2)—- fin 
这 里 f(z) +f(-2) 及 [fG@)— f (—z)1/%'(z) BIBRA, 
因此 是 (2) OFTEN. IB EA Di CRT DA Re ded F 
形式 
(1) J@)= RP [$(2)] +L] (2), 
这 里 Nina" 及 Raw) 是 BTE nur, 


fle) = SU G) Hf C) +8) 


356 | 高 SS NE EE NE. 

从 这 里 ,以 及 《 ER RIK EE VH PRU 
出 任 一 内 轴 岗 数 必 其 有 一 个 代数 微分 万 程 及 一 个 代数 加 法 定理 ， 
面 任意 二 个 其 有 相同 周 其 的 居 图 夯 数 可 用 代数 关系 来 联系 ( 见 
13-11 85). 

BEWERTE. 


HE C (2) AR TER PRE ,但 根据 18-13《〈19) 式 不 难看 出 
> c, (2 — 7,) 
在 而 且 只 有 在 
Ses 
r=] 
BEP Wein Ae, MF C'(z) = —@ (2), Ae t(2) 
B Bp s Bi 为 F(Z) ASA I] Bi L5 — PERLE, FE BE 
> D (2 -Bp 
为 ja) 在 2= B, ARPI ER (P fig TP 3 Be IN A) , 
2=B, 为 一 m, BEE. Eë 


bie) =H) ~ A Lean utto B. 


r=] ¿=l 


T 
2, b,, C B.) 


BAER, NIT ERTL DS bn 等 于 
4 ($4 13-11 g), X CEO (2—-B,) FE 8 — 2, 3, «25 — BS [BI GR 
Nee gr ble- B.) 4E 2 — B, 上 的 主 部 为 
(2 — B.) T, Bean 四 (2) 在 2 二 Bi…, Ba ETNE, HIH SEH TE B 
RLU tre (I SURE UC atb 


* e° c — 9 $9 e — c 9€ 09 — € 


UN Mr 1 D 
D N SEH baleg) 
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SCRE DRAA EHER BHP F. JA (2), 13-12 (7) 
及 13-12 (12), 得 


letes > {b,,, ln [olu — B,)] 


—b,, Lu B) e 5 I = D, 9079 (u — B,)). 


展开 式 人 2) 可 用 以 建立 13-13 mom" . 
EA c CASI ARX 


9/9 > ç è b 89 5» P” 


虽然 o(2) hy TRI BBC THAR 13-13(20) 式 不 难看 出 


We IE 


在 而 及 只 有 在 Y (a, — B.) =0 BIR — MRA. BE a, Ou 
r=1 
By, s By 是 FD) DE RI Be RIDE, tr ien "E bu 
H 
相 重 数 而 重复 计数 . 根据 13-11 节 可 知 > (oy 一 By) 是 一 个 周期 ， 


将 某 些 盘点 和 极点 用 宅 们 的 重合 点 求 代 楚 ,于 是 可 设 > (a, — B,) 
=0. ZP BEN (ORKEN bl), nm EIU HI f(s) fe) 是 一 
AUT AE RUBORE SLIDE ERST, 因此 必 为 常数 。 任 一 椭 贺 画 数 可 
Og 

(8) fe) =e 11.2 = = | 

其 中 Qi, ° °, Oh 3 FA TREE, Bis ttg B, 3 f (2) 
fA RS 89 — 1 PE RISE, ft HR AD CSE gë H 
数 ,而 这 二 集 的 选择 应 使 


(6) GË 


表示 式 (5) 可 用 以 征明 13-13 (17). 
EE 


358 Bom ds gp 数 
yE 7S RY RR PALIT m atiy K 2: 

(7) r= | R(x, y)da, y? = 4 a* — gx — ga, 

可 合 

(8) “=@(z; 9,93), u= (z; Ias 9)» 

而 将 (7) 式 化 成 


(9) 1 — | RI€(), 9 C) 18 Gd. 


PAB 9 (2) 及 € (2) ti PFT, PIE HER ER 3, 

RAI 1(z): 它 有 一 个 展开 式 如 (2), 积分 本 身 可 计算 成 (3) 的 形式 . 
代 换 式 (8) 代 表 的 是 代数 曲 嫉 

(10) y?*—42?—9g,x— gs 

上 的 点 ,坐标 z 及 9 是 参数 ng, BB z 是 (10) 式 的 一 个 

外 值 化 变量 ( 见 13-2 Ei). 


. e e ù << 


(11) I =| R(x, y) da, 


(12) y?=G(x) =at 4 axa +6 ax? idarta 
Sr Dt Die ERRA. EERE 13-5 节 的 章 尔 
TRENTO AIA SS, WR REYES. WJH EZ EANA 
BTA AE 13-5 (8), ern LAE 13-5 Mit ERRER TA Se 
FTA- Se Bianchi (1916, 371-374), pA EA (122 5X 
RES NL 7070297378 
13-15. Semi HAD EIER S B TEE 

在 很 多 的 应 用 中 , G7) 的 系数 都 是 实数 . 这 时 ,根据 13-5 (8) 

可 知 不 变 式 02,9; 也 是 实数， 现在 我 们 将 概略 地 说明 g, 及 9 为 


实数 时 9(2) IRES, PUK 4 = g2 — 27 g3 的 为 正 或 为 负 而 
分 成 两 种 情况 . 
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首先 设 420. 这 时 有 一 对 原始 周期 20, 2w, 因此 o 是 实数 

而 w A, | AROS MARY h OE A RAE ke, TERRE 
Ae, HAR (2) BCH, 


Re z — 2 ma, m Xy BE, 

i Im z=? no, n Hy SR, 
又 在 中 部 线 上 

Re z= (2 m--1)o, n 3 Seti , 

i Im sz (2 n+l), n 为 整数 . 
我 们 有 下 而 的 对 称 基 系 


P (2 +z) =P(2,-i2,) = (— zı — i23) =P(—-2,-+i2,), 
这 里 z, E: ak, — AY REA IE Be Zahl, s 
ea AIR SCR, €17» 642964, €,>0,e,<0. 24 z HAVE 0,0, e +o," 
co’, 0 的 边界 时 ， 画 数 9 (e) 将 由 十 oo BU e= € (w), 再 减 为 
e — (o +w’), eg =Plo)ME — oo. 

现在 设 4<0. 这 一 情形 与 上 一 情形 有 很 大 的 不 同 . 还 是 有 一 
对 周期 , 其 第 一 个 是 实数 , 第 二 个 是 虚数 ,但 却 不 是 原 姑 周期 ， 不 
过 ,这 里 有 一 对 共 辊 复数 的 原始 周期 ,组 成 一 政 形 式 的 其 本 入行 由 
XE. dm io, 2o! IHRE Stär ei H. 则 周期 于 行 四 边 形 
的 对 骨科 为 


Re z=m(@ +a") m Wy RL 
i Imz-mn(o-— o!) n 为 整数 ， 


而 这 二 条 线 是 (2) 在 其 为 实数 的 叭 有 有 的 线 . FER AHR OR F, 
AAT e; REC, e, 及 es MARMOT. 当 z 治 管 周期 平行 四 边 
形 的 对 角 线 用 0 变化 至 名 十 w', LE 2o (x 2o B, Plz) 期 从 
十 ce 减 小 至 e, 再 至 — oo. 

当 一 个 或 二 个 周期 变 为 其 祝 大 ,或 者 说 ，eu ez es 中 有 二 个 或 
Pty = 7 BOR ASIN ee, Di ge deih njia hy HK EH XZ n 进化 情形 . 
我 们 现在 齐 册 下面 三 种 情 花 : 


360 Hook 超越 B X 
G) RAWHA 

(1) e&=6;=a, & = —2a, 

(2) g= 12 a?, gg= 一 8a3 o = co, o = (12 a) ai, 

(3) Elz; 12202, — 8a?) =a + 3a [sh [(3a)*32]) 2, 

(4) Cie: 1202, —8a3) = — an+ (3a) * etnh [ (3a) *2], 

(5) olz; 12a, — 8a?) = (3a) sh [(3a) sz] exp ( —L$az?). 
(Gi) ME 30129 NERO 

(60 ess lg, == — G, 

(T) "S 12, g = 8a, w= (12 a) "iz, w = ico, 

(8  $(z;12a?, 8a?) = —a+ 3a {sin [ (3 a) 42] } 7%, 

(9) f(z; 1207, 8a?) =az+ (3a)'* ctn[ (3a)'z], 

(10) o(z; 122, 803) = (3a) sin [ (8 a)’*z] exp (14 a2?). 
(ii) JB) EBD NES Je 

(1) e,=e,= ëss H g,= ga — 0, w= — iw = co, 

(12) €(2;0,0) =27, L(2; 0,0) =27t, o(2; 0,0) =z. 

在 所 有 上 面 的 三 种 情形 下 , 4=0. 


13-16. SES 


AE AT Eco Be 
(1) w=snu=sn (u, k), 
ARAB 13-9. Ulp JEFE, ufi AA 
2) u= N [ (1— a?) (1 — k?z?) ]7dx 
"a 


来 定义 , 式 中 的 再 五 根 在 z—=0 时 取 值 为 二 nenn, del 这 
BAY OT H] EAS vd her ru e at i 13-14 Ei) ,结果 得 
(3) eie: e= ($— k?) : (8k? —1) : — (12- k?), 

z= (e, — ej) "u, 


K 
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— (er — e3)” 
(4) Sn (u, k) = [@ (2) el 
TR 4 JE RT H AEQ V XC UB. 
[9 (2) 一 elt 
[€ (2) 一 eg] 


[ (2) - e. 
[E (2) —e4]* 


(9) en (u, k) = 


(6) dn (u, k) = 
4E (4). (5), (6), 
(T) w= (e ele, Ben 

这 里 所 有 的 平方 根 都 以 13-13 (22) K (23) AHE- WERL. 应 用 后 
面 这 些 关 系 , 可 将 (4 至 \6) 式 写 为 


sn (u, k) = (e, — e ge). n .21(2). 
" (m E) otn a) en (u, E) (2) 


dn (u, k) = g : 


13-9 (4) rp 9 个 辅助 画 数 ,同样 可 用 c 画 数 来 表示 . 对 于 这 些 图 
数 一 般 都 省 略 不 论 , 因为 有 关于 它们 的 公式 都 可 以 很 容易 地 从 三 
个 基础 夯 数 (8) 的 公式 中 推出 . 

AE 13-9 名 中 ,我 们 用 梯 图 积分 的 反 演 在 原点 的 痢 域 中 确立 出 
HER Häll: 方程 (8) 表 明 这 些 玉 数 的 解析 开拓 可 引出 许多 
单 值 解析 夯 数 ,它们 的 极点 在 c (2) WJ E RAE, A (8) K 
13-12 (23) 式 不 难 硬 出 雅 可 比 丽 数 都 是 双 周 划 的 . 合 
(9)  uc(e;—eg)"z, K= (ee3) sw, iK'= (e, — ez) O, 
EEk K 为 灾 四 分 之 一 周 基 ，K' 为 麻 四 分 之 一 周期 , 根 拱 K BE K' 
的 定义 ,可 证 (9) 是 13-7 (1) 及 (2) 中 的 完全 椭 图 积分 . sn, en, dn 
的 原始 周期 现在 可 用 13-12 (23) 式 来 求 .o(z) WERE Wm 
89, 可 从 13-12 (11) 式 得 出 ; 而 04(2) MAE RUE 13-12 (22) 
式 得 出 。 oe SHE RT He righ CL) Acker. Jua UH 


362. # RR së SE OM 
13-12 (14) 及 13-13 HERE. RER AN 
TR». 
Zb 4E GARE] da dk ag BBR, TR eo E X 
m E nd HH de 


E 


a 


| 2 mK+2niK 


Sak | C Dw 


en (u, k) . | (2 m-r1)Kcr2niK (2 nF DK! d 


dn(u, k) ， C—Lti 


WR 0<k2<1, JJ K REI 是 实数 .eu 也 可 作为 实数 ,从 (3) 
可 知 在 @ 为 实数 而 c! IR, 可取 e, > eg > eg. 这 了 就 是 13-15 
i 4>0 的 情形 . 

对 于 任意 的 k (#0, 1), 我 们 可 把 平行 四 边 形 取 为 sn 或 dn 
的 基本 平行 四 边 形 的 八 分 之 一 ， 
TJA S, Ç, D, N 表示 其 顶点 ， 
gui), 应 用 这 一 记 法 , 12 TH 
可 比 画 数 的 符号 中 的 第 一 个 字 
ER TER, m 
二 个 字 匡 则 表示 一 个 极 的 位 置 ， 
雳 点 和 极点 按 守 周期 作 重复 "P 

从 表 5 tram, (il Na HR FERA TRU ER COS — 
Ar SLR BCL AEF BR ee d PUE AEN HB Been, 
onu, dnu 都 是 二 阶 椭 图 丽 数 .。 FEAR k Sy EL Anf A Sar kp 
而 沿 着 一 ee 至 —1 K 1 至 co PEM AL, Dia. DK K 可 
用 13-7 (1) (2) SRE hue Kut, de 5 的 数据 可 唯一 地 确 
EJER EHZ. RER o ge, ame] AR 13-12 tfi M 
样 独立 作出 . Sr Neville (1944), 其中 有 12 PIER IE BEGIN. 


v=iK v=K+iK 
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称 形式 作出 的 方法 (不 过 ,应 当 注 意 ，Neville By Hay sd Ek 5j AH 
所 用 的 乔 惟 记 法 是 不 同 的 ). 
A Large AH [BAER B de lé hit EC BB 3 3 
AR: 


eC) + T) . ego! + 7)! 
10 E=, / 一 sé " 
(10) (e, 一 es) 站 (e; —e;)* 
HE k Je. c! 可 唯一 地 确定 为 
(ez — ea)“ (e; — 63)” 
11 k = ` !— - a 
GD Pen CEPS 


和 给 定 任 一 模 k, 方程 (3) 就 可 确定 出 e, (up — A 48 SE 88 IN 
F), Di 13-13 (5) WIEN TER, AXERE AEN op E As 
"dän Rr 43% , Wk RT Se b A o Mie WT JE FHR E PHO JE 1 e A t 
天 积分 .及 过 来 ,以 任何 不 变 式 作成 的 革 尔 司 特 拉 斯 画 数 可 确定 
雅 可 比 苘 数 , 宅 的 模 按 (11) 式 计算 . 

在 13-7 rn SAS CAS Sy) AR RP u bt W: (fL 
VAC, xxx SC y MERE He ea E (u). 46 13-6 (2) p, 2 $ — am (u, 
k), sin $ — sn (u, k), sint=sn (z, k), Hie 
(12) E(u) =f dn? (z, kjdz. 

ELEST E (u) BB, 因为 
(13) E(u+2K)=E(u)+2E, 
E(u4-2 iK') =E (u) +2i(K'- E^. 
有 时 为 V J 8 8 SL, hi YS is 38 
(14) Za) =E lu) 一 K u, 


BERN, Dr 

(15) ZG+3K)=Z(, Z(u- 21K") =Z(u) -im/K. 

SE E(w), Z Qu) AB S IRE mr, TRE PIPER £p ELSAN 
画 数 相似 ,可 参看 Whittaker J£ Watson (1927, p 517-520). 
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13-17. FED) REISEN EIER 


下 耐 我们 将 应 用 简写 符号 
(1) s=sn (u, k), c= en (u, k), d= dn (u, k). 
Finn 28082 B EY JE enne OI t De ijay ër 9 vds 
Tings. KT u ek B Mä, EN 
(s)'=ds/du, (s)'—d's/du?, 等 等 . 

(29) sessL, k?s?.- d? — l, d? — ktet= k’, 
(3)  (s)'—ed, (ce) = —sd, (d)' = — K?sc, 
(4) (s)"= —s(d?+k%c?), (c)"= — e(d? — k?s?), 

(d)" = id (c? —s?). 
(8), einen = 8?) s, 
( — (ete (— e) (eet +k), 
() — (d)? Q - d?) (d k’), 
(8) sn(—%w)= —sn (u), en( —u) — en u, dn( — u) = dn z. 
(9)  sn(2K—u)-snu, ecn(2K —w) — —on t, 

dn (2 K — u) = dn u. 
(10) sn(2iK'—w) = —snu, on (2iK' — 4) = —on u, 

dn (27K' —u) = — dn u. 

TERCERO A 


8 5 
(11) sn(u Min (LAM) s UM te Rr me 
u? ut n 
on (u, k) =l -z+ (12-4 E) — (14-44 I -E16k)) - b 
, H ul 
dn(u, k) =1— k? zi -E (4+ EI 


6 
— k* (16 +44 k? 4- kt) eph 
We ie PRE 
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(12) mm EL, I2K &-iK'j, |I2K —:K' D. 
DS arse rs ise PU E PR CR, 13-22 Bü # 11) 
(13) sin (iu, k) =t se (u, k'), en(iu, k) =ne (a, k') 
dn (iu, k) =de (u, k'), 
IRET ENTER E, AETA R PEE 
简 号 
(14) sy=sn (wi Kk), s, — sn (us, k), S3 = S0 (tty, kh’), 
对 于 en J£ dn, Hr. 于 是 有 
(15) sn (ty + us, kK) = (s,05d4 +H d40,83) / (1 — K?s282), 
en (uy ug, k) = (6305 — 9d,s,d,) / (Y — k2sz82), 
dn (1; Uz, k) = (did, — k?s,0,8,05) / (1 — k?s185), 
(16) sn (u, +i ttg, K) = (sd; n c1d,8102) / (c? + k?s183), 
en (ty ity, k) = (e,05 — t 8ydyshd)) | (e? + 2732), 
dn (u: +? uy, k) = (fehlt — d k?s,0,82) / (ey? + k281322). 
(17) sn(2u,k) —25scd/ (1— k’s4), 
en (2 u, k) = (c? — s?d?) / (1 — k?s*), 
dn (2u, k) = (d? — k?s?c?) / (1 — ks‘), 
(18) sn (Qu, k) = (1— c) (1 +d), 
en (15u, k) = (d-e (1 + d)", 
dn (gu, k) = (d+ k2e 4k14 d). 
AEX (7) 18) p, RPH (D). 2; Fe (16) de HT. — 
复数 u OE DY SORTA NOL, TEL. ni UE PRECES BIS E fifi EJ 
XK E aee i. Ens fingas TE ARE, 
3 lI ds D Ec RITTER, 


(19) muc r P ain On DSE 
n= 11 


k K 


T wh m , sc 
enz 一 = 008 (9n—1). 5: 
KK X | 1 P^ B. 


366 高 K B 越 m X 


2% [1 > q” TU 
d — :: - 一 一 unn ”一 一 3 
na lot Xie 
其 中 、 


(20) q-e'"—exp(— zK'/K). 
展开 式 \19%) 在 复数 年 耐 上 出 直线 +¿K'+AK, — oo <À «oo rfi] 
成 的 带 内 有 效 . 

AE RL MK tni K' (m, n MB) 上 sn, en, dn 的 值 可 用 13-12 
(24): Aca 9 ID Y ax ust CU BRASS 就 可 求 出 点 
(21) 1⁄mK +- 1; n¿ K', m, n, de fir 
Em. m>0, n-23 poii Ay F3 6. ue 6 中 选择 的 点 在 得 一 种 
TAZ FARBE TE TUN, 4653 — 4 eoi (21) Etfi ep pv JI] 
dt TOR, FEM (21) EAS np Hb sn, en, dn 的 周期 性 质 
推出 . dex — 3e, WES BUE 0< Ec 时 取 为 正 , 在 其 他 情 
JE Ali BEPIIEH KE XL. 

从 加 法 定理 及 表 6, 我 们 可 以 香 出 雅 可 比 画 数 在 点 Le eK + 
-F leni K' +u Mifi, DEPE giu 上 的 值 表 示 . 31 SR R ut 
mK ni K'+w Lan Stettin tt rm. EAE Hir gp 
R JEZE S.C, D, N 点 周围 的 对 称 性 . TER PR L), 而 

A6 雅 可 比 椭圆 丁 数 的 特殊 值 
sn (1$ mK-rloni K') 


1 Gei 3 
0 一 K | 

2 K 2 
0 (E) M 1 (Lo k')7M 


ik-M Qoo dora KAT ORK L+H - ¿(1 8] 


A 


oo (1— A) 4 k1 (L-k) 


-¿k” (9) "LOL E) i RE] EHA I) ME COL KO E EO. Aner 
Lu | 
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& 68D 


en (14 mK4- léni Ki 


- zk 
2 
WME YY 0 kth) 


MALE) | EXE) =a) |e Eng KM (OK) HD 


iK co ken cn ie | SR 


MIS TERA) EMO ROO — k L- MEME 


KS (8) 


dn(i$ K+ 1⁄4 ni K) 


1 ki kr m 
loe GR LER | uu | OEROS REOR 
2 Ko) (ru -i(1- ky] 1-m# +ill- E 
iK °° -iks | 0 "Y 
3 | MET e - AR [Od RE 
T SECO -1h 


当 有 三 个 符号 出 现时 , 央 上 面 的 符号 对 应 于 mK +i K Hu, Fii 
-的 符号 对 应 二 mK + K' —u. 

在 e, €z, eg Anh, HE RT FEBR UBL E BT FB AGER dE IR oi de 
MIRR. 雅 可 上 比 画 数 的 横 , 以 及 雅 可 上 比 丙 数 的 变量 见 13-16 (7), 
HEAR RED ku BS JA OAT JA 13-16 (9) 式 求 得 , 量 E a Dirt 
从 13-16 Lok d n ppp UE EVO 


G2») €) iiS 
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三 个 数 e, BA LIE [kl <1 的 条 件 下 取 定 . 
AT 用 四 分 之 一 及 半 周 期 所 作 的 变 蔓 变换 ,对 称 性 


sn (mK +ni K' xu) 


iK 一 d/(ke) F1/(ks) — d/(ke) 
0 — edd ts c/d , Fs -c/d 


~ d/ (kc) 


E id/(hs) | —ik' / Cho) 


wa 


19-18. FE BEAB UE RR BILLER 


在 很 多 应 用 中 Oki. CERCA F, CAT 0k 1, 而 从 
13-8 (1) nf n K REI 者 是 实数 .点 网 eK 4- ni K' H H IE f 
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RER RÉI THE RE OR D JUS] UD DV). RHEA 
情形 下 的 sn u, en u, dn u ay Peas DR de Zei FR) E JÉ L Hü 
的 记号 表示 格 和 网 点 mK +n KI Spr. AAG nt 2013 H rai VH 
ZZ RR Eni. FRSC RS Epi BC SUC EITI —. AH 298 PJ #8 
ALBI EA Mm. RER RU Tut Ln B 48 
Otem FE TE "ECKE — TNCS uk RE 
E Hi GROS TIAS A BE TRU] A A SJ EEA RR A — sk + Sa , 

从 这 些 倍 上 可 以 看 出 ,所 有 三 个 责 数 在 科 Im = 2nK" Lab 
SH SIS mi sn 及 en 的 周期 为 4KK, 振动 于 1 与 
一 1 ZZ; ae dn 的 周期 为 2 K, 在 对 应 于 偶数 7 的 线 上 ,振动 于 
1 及 之 间 , 而 在 对 应 于 奇数 1 的 厂 上 , 剧 振 动 于 一 1 及 —k' Z 
HH. 

FX 3 ps] dn np HJ LA a EAE — XB7E rfe nf EE d CR] Se SR EU Mi RI 


enu, O£ Reux4 K, 0= Im u <> K' 


370 


4iK’ 


3 K 


dn u, 0<Reu<2K, 0<Imu<4k’ 
AES "Pn RESTE SH K, 2 K, 2K--iK', K--:K', Mir] 


AER — ARIE T 3: E 


Re sn uz, 


Recens, 
! Rednuz0, 
| 
! 
e | ° 
Us | u, 
| 
f (u) = Ü or o 
e ° 
Ha ua 


Im snu=<0; 
Im enz < 0; 


Imdnuz0; 


fi £ 0, oe 
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TI AR UE PRIER Di ge pl A1 , xx BEA SERO TIER N E nS E. 


HE DJ EE IBS UR RAI EI DE 


JER JE eno kT Fe RI BEBE n. dx ous K u, SET TERT JU 
D f Qi) 88 — Ff SEXUS NS PR, u, 及 us ET PREBLE RL 
At, Ri A WS AEH NOTAR, nu, 及 ts 关于 一 条 /ao 为 实数 的 线 对 
BR, u, K us 关于 一 条 7 (4w) 为 出 数 的 缆 对 称 . 旭 

fu) = = fu) = f) m fu) = — f Gs). 


X 
(1)  |snul| =k Im u= (n--19)K, 
(2) [dnu] =k’ Re u= (n + 15) K. 

等 过 90 后 , 可 将 sn u RER LEI dn u ae) IH y 
90° 后 ,大 不 能 在 本 质 上 改变 on 的 网. 

SEF HEAT HEBR PH RCE 0< k<1 RAS PAE EAM ee, OB 
Ai Jahnke-Emde (1938, p. 92, 93). 

AE KE BJ FERRE ou 8049 — T 3x 4 18] 10] 46 SNES A, BN k= 0, 1 
BOA XE Urs — MRAZ ET PILA FG AZ) WY BD 1191 fX — BH AM 1k, 
情形 . BAER däit Bens (13-15 节 ) 一 样 , 可 分 三 种 
TOL: 

(i) SC) ULL ENS A 

(3) k=l, k'=0, K=00, K'= 5m, 


(4) sn (u, 1) =tanhwz, on (u, 1) — dn (u, 1) =sech u. 
Gi) EJW ERER A 

(5) k=0, k'=1, K= 150, K'— o. 

(6) sn (u, 0) 一 sin u, en (u, 0) =cos u, dn (u, 0) —1. 
(ui) ZA AIRERA 


(7) K=K'= co, snu=0, enu-— dn #= 1. 
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13-19. 0 Bi 数 


虽然 与 6 HECHDIR Be d da EX Dr. Jakob Hr A fu 
A E TES RENTE A E PE t pk 29308 IB) c 
hg ai DUR Okt Yo pe. "En Ind 夯 数 相当 于 董 尔 司 特 拉 斯 
Hiro 而 数 . AUR 0 夯 数 一 样 ,0 CDD e Sk E, A P E 
不 是 双 周 期 画 数 . 不 过 它 在 一 个 周期 的 焉 移 下 ,还 具有 一 种 简 黯 
的 性 态 . 0 PBI o TABOR A HEIL. EAHA, ERT LOW 
Woe Se RT BA Ce FERGAL Un Ten BCE GEE VIE dux 
好 的 工具 . 

在 章 尔 司 特 拉 斯 画 数 中 ,变量 为 年 周期 为 oo， 4p v o'/o, 
ax Im 20. HEAT IEE RCH u 及 四 分 之 一 周期 K, KI 来 表示 ， 
这 里 
(1) wz(e—6)'*z, K= (e —0)' o, iK' = (e, — C3) an, 

ET 4 WE EOS RE 
(2 °> 


z d 


=. x 
BRA 
c EI 
(3) PLI im 70, 
或 为 
"—  —— DEI 


全 周 期 为 1, v. 应 用 13-10 (8), 我 们 总 可 以 使 

(5)  |g| «exp (— Yr.3), 

但 在 下 面 我 个 对 原始 周期 的 这 样 一 个 选择 将 不 泉 用 ， 
däre LA 

(60 A) =A, q) — 06,(v|7) 


BCE Y ( — 1)"g^C*? sin [(2n -- 1) xv]. 
n=0 
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(7) Bw) ale, q) =b) 

=? qí > aD cos [(2n+1) xv]. 
(8) @3(v) — 65 (v. 9) = O3(v|7) 

=1+2 > q” cos (2n av). 

n=0 

(9) w) = O4(v, q) = Ü,(v| v) 

=1+2 > ( — Lian cos (2 nav). 


Jia rn iu 0, (v) B 0(v). ERR roi T PETI v 
(复数 ) 及 所 有 满足 (和 的 a BORA. 由 于 内 子 ar, WCAG AP 
Sr ERES T ORC CRT RR 


(10) Av) x1 Y (rg reine, 
(11) 0,(v)= Y qee exp [rz (2 n — 1)v], 


(12) hw) = > q"' exp [/x 2 nv], 


c 


(43) 8w) = > ( —1) "g" exp (in 2nv). 


这 是 以 exp (10) 为 变量 的 劳 偷 特 展开 式 ,对 于 这 一 变量 的 有 限 非 
SI TU it 

所 有 四 个 8 父 数 都 是 2 的 上 整 画 数 ,而 且 都 是 周期 画 数 , 01 及 
Oo 的 周期 是 2, 0, 及 04 的 周期 为 1. 它们 在 加 .上 年 周期 及 四 分 之 
一 周期 后 的 性 态 如 表 8 所 示 , 其 中 应 用 简 号 
(14) Ain —e ve) B(v) = go UM) 
3 8 4,268] Y Va 0 BER. 

Ze 8 RIERA 0 pudica ur ME — USC EIL 2-2 — 930] 
mir. Món 0. 46 v= 0 AB HATH, Wf mo n7 EH 
FER om, n A. 可 以 证 明 ( 将 外 /0 在 以 lotio 


(900g 


(a)tg(a gt C2) A OT 


aldi (ORF 


arg 


E 


JR 


(4 Bi Lag 
xix HEUHA- ZG 3 ¥ 


P 


J 


= 
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COVACI an Catola y — 

OIOI OKOL 
` aoar- OUO 

(GF | COE 
^ Ga+Y+a`9 (242)9 


ETZIE MANX SARS 375 
EAN THE SR ERU) E 0 MEAT AS 23-18; 
Ktk 8 可 用 这 确定 其 他 三 个 0 函数 的 零点 . 463 9 rB, m, n 代 


AIRES 


— m+ n+) 


从 零 太 的 知识 中 就 可 以 求 出 表示 0 rn SER, 而 从 这 
Needs nf km ln Ov) 及 0'(Q0)/0 (0) 的 部 分 分 式 展 开 式 ， 从 
(17) 式 还 可 得 (19) 式 ,在 争 第 乘积 中 ,我 们 用 记 法 
(15) 一 于 G — 2). 

nal 
于 是 


n=1 


6, (v) =2qoq't cos av [ [ (1+2 0?" cos? mu +q), 


n=1 


De (v) = Ho lI (1 +297"! cos 2 xv 4-gi^73), 
n=l 


0,(v) = q [I] (1 —2 4277 cos? xv + gi73), 
nol 


I id 2m 1 
(17) ln ËCH =1In (sin zv) +4 > = .Sn men 


0, (v) —g™ m 
ln a |a= In(cosav) + 4 XC ME ee 
esl ges t. t 
[em]. gom nm. 
(18) = zm cinmv--4x > 1 Së sin 2 n zm, 
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a = — m tan aer + 4 š (— 1)" — zm Pin 9 mio, 
SZ: =4x "AC (— Di —— o Sin? mv, 
Qi(v) < 
— = sin 2 m m. 
0,0) ` Pr 
_ 1 01 (v 4-w) 1 [mI 
一 一 -| 一 一 ] — 
(18) gin nt 01(v — "n 27 TERES 
eo gm 
L = sin 2 0m v sin 2m ww, 
=, m 


Ü, (u — w) cosq (v — w) 


Lim es MN sin E Seel 
i 


+2 Y (= Ut — sin 2m av Sin 2 mn TW. 
m=1 
Lin Kb — 
Olu — w) 
= (—1)^ q^" , . 
一 2 之 = Lom Sin 2 mar sin 2 maru, 
Lin [ee] 
0,(v w) 
> 1 


™ 

q : 

一 sin 2 m mu sin 2m rw. 
m m l—q 


方程 (16) 在 整个 ”平面 上 正确 . UDRAS H, H 0 及 
0, 的 公式 在 带 [Im v|<Im v 上 正确 ,有 关 0 K 0, MASE HIE 
lImv|<%Im7T 上 正确 . 在 (19) 式 中 ,前 二 式 在 (melt |Imw| 
«Im 时 正确 ， 贞 后 二 式 划 在 |Inzo + | Imw |<% Im< 时 正 
确 ， 从 (18) 式 可 得 


20 0 (vd mcncT) (v) 
(20) Armen duas 


—2 nei, 


a=1, 2,3, 4; m, n dër. 
IE] 一 变量 的 各 2 PBN PA MAT AS 下 刘 关 地: 
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(21) Ohn) = 93(v)05(0) — 6$(0201(0), 
01 Qv)0$(0) = 01(0)03(0) — 63 (v) O40), 
0i (o) 0$ (0) = 03(v) 93(0) — 02 (020800), 
Us Cn) 0$ (0) = 0$ (0)08(0) — 0$(v)05(0). 
ETRE T 3X nf Dar. ESL X HEE rn SE RL oh 
Benni: EU 1E z), 因此 是 一 常数 , 冉 应 用 ?2 的 特 
殊 值 (年 半期) 来 算出 这 一 常数 序 可 得 于 述 四 式 的 旋 明 . 
Jj FR (21) & 0 画 数 加 法 定理 的 特殊 情形 ,这 一 定理 把 
0, v + wj Oav — w) 010), 
FA v K w (y d HBR (Fi, Whittaker 及 Watson, 1927, p 
487). 
"BEREIT O EA 
01(0), 0,10), Oa), 0,(0) 
有 着 特别 重要 的 意义 ( 见 19-20 gh). "ET SUE JL A SK E rh 
最 重要 的 有 
(22) OO) =a 0,(0)05(0)9,(0), 
(23) 6:(0)--0(0) = 6$(0). 

说 明 自 变量 为 雳 的 4 RACES AR v 为 实数 时 0, (v0.1) 
的 性 态 的 描 幕 性质 及 圈 胃 ,可 参看 Tricomi 的 著作 (1937, p. 
137-140). 

RB BER B aer RR SIEB EP ER HH 
thorns, SER ER. MA 10) 38 (13) SAH YRH , En 
数 0, (Vo v | imt) , a. 1, 2,3, 4 满足 偏 微 分 方程 
Py Oy 
ox? at 
TEX — NER EE ENEE DERE Ps 

O TAARI RY Ls SEE ES — A) Jy Fa (AB uS v). 这 些 方 
BER] LAM AS M ABS ER 0 gaz lg SER (HM 13-20 Hij piti 


(24) 
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出 . 

次 米 特 便 研究 了 下 列 夯 数 
(25) Oun (|T) 


= J exp[inr(n+ 1⁄4 p) --2i mv(n--106 w) + ian] 


CR Hurwitz J£ Courant, 1925, p 198-201). HERT nn d o 
BANE OK Ae BH RC P . 


13-20. AO BARTH HN 
POSSIDET AAT. KARA 


0 夯 数 与 章 尔 司 特 拉 斯 o Re Di nennt, te BY JH 0 pu 
数 来 表示 章 尔 司 特 拉 斯 函数 . EAT Lu Ce JH A a yh pi 
数 来 表示 ,因此 ,更 在 也 可 用 0 BORKEN. 最 后 , 4 豆 数 也 可 用 
及 表示 第 三 类 完全 和 不 完全 棋 圆 积分 下面 ,在 章 尔 司 特 拉 斯 画 
数 中 我 们 将 用 变量 z, MER ERA BHEIZ ir u, 0 VRAC 2E Se 
Fy v. 它们 之 间 的 关系 见 13-19 (2). Mä sher HZ 
阿 的 关系 ,见方 程 13-19 (1) 至 (4). 


As SHINE 
(1) o(z)=20ex "(2 ur 
D asi een, Lee a= 2,8. 
8) Ei etrs 
o no ee 


v ara E A0 Q19,0080) 
II €00— 175 ,00)0,(00, (0) Rw)’ 


(6) 12 we, —a? [0$(0) --01(0) ], 
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12 we, = x? 103 (0) — 01(0)], 
12 ce,  — x? [602(0) 4-0$(0) ]. 


. op 
(7) (ea — 63) 5 = i (e; — e) 4 = 3o 62(0), 
J 
(e — ep)“ =i (s e) = Z 080), 


. m 
(el — e3) 5i (e, — e) 3 08). 


2 


s M | 
8) ess) (KO) +00) +80] 


nell Dë - 3 CAR) 


+01 C0) ILOLO) — 04 (0)1. 
(9) A= £ 08(0) = Z Date AO 


RE eh D — FE ERE I AC Dm 
数 ,在 2 Bz 趋向 于 0 时 趋 于 1, 这 就 证 明了 (1)， 方 程 (2) 可 从 
13-12 (22) 式 及 13-19 Bins Ze 8 HEH. HEGYE A (1) 式 的 对 
数 微 分 中 得 出 , (4) 可 从 (2) 及 13-13 (2%2) 得 出 , (5) 人 了 从 (4) 及 13-13 
(21) 式 得 出 , (6) 6 (7) A 13-13. (23) 式 , (8) A 12-13 (5) 及 (6) 式 ， 
(9) JA 13-13 (DR, (10) 从 (了 及 (3) 式 推 由， 所 有 的 莫 尔 n] dg hr 
斯 画 数 都 可 用 周期 2w, 2o' 及 变量 作出 .2 面 数 中 的 变量 v K 
q, FL 13-19 (2) K. 

HEAT (geg JB FE (0) 38 (10), A 13-16 节 的 公式 
中 可 得 出 下 询 关 系 式 : 
(11) K-0,00)/0,00), k'5—0,(0) /05(0), 
(12) K'- (153m) 0,(0), K” = (— 13 ti) 6500), 


380 HOS d — E X 
_ 0,(0004 (v) 0,0050, (o). 
(13) MUS, (00, (55 enu-; ROUA i 
dE (e) (OH 
Innen TIK 0) 

在 v 为 已 知 时 ， manni [B] id Any HR, 
(12) 可 确定 四 分 之 一 周期 , ifr (13) JG] ip Plase is A It "CES 
图 画 数 的 首 多 应 用 中 ,通常 A? 者 是 给 定 的 ,问题 是 是 否 永远 存在 
有 一 个 数 q. BE la| <1, H 


03(0, 0$(0, 
a Po TI Aa 
XXE CES]. 在 许多 笑 际 应 用 中 , OCA c1. 在 这 种 情形 下 ， 
AR 13-19 (16) 式 来 考察 
01(0, o 1— 1-949" -1 
ar Gë =U (rot 
34 q JA 0 ëmm fe, EG FEAT A 1 RR SE 0, [4] 
此 (14) 愉 上 共有 一 个 解 q, 4r F 0<q<1. 至 于 E? 的 其 他 数值 的 讨 
论 就 非常 困难 (例如 可 参看 Whittaker 及 Watson, 1927, p. 
480-483), HEA q 的 复数 值 ， 对 于 答 定 和 的? 冯 0,1, 雅 可 北 椭圆 
而 数 的 蛤 一 系统 的 证 明 可 以 椭 图 模 贡 数 的 理论 作为 根据 . 
WRAS Sum List 13-6 (1)- (3) Dade Me D AS 
分 ,可 用 ABORT. RPAH k ERT HE AE BR, WA 
定 四 分 之 一 周期 入 K K', Sta 
as) =P, 


Fy 0 画 数 的 变量 及 参数 ， 于 是 从 (13 ) 可 得 


(8) E(, k) 一 去 PE a 


BZAR RADR Rey PAE | BPR $i» 为 实数 、 
O<k<l ys t JE p Ay eR Y ead, BY), 不 同 的 


Z (u) = E(u) - = = 


q-—exp(—mzK'/K) 


-- 2 Ev. 
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BEB SORE MM (— oo, —1), (—1, — 4), Lt, 0), (0, oo) 上 
正确 ,并 分 


Y 
(17) SE 
"TRESCH Tricomi, 1937, p 153-158), 
(18) en (Y, k) dn(Y, k) Ii Ë 一 — lol d 
| ) 


sn (Y, k) en?(Y, K). 
=> In i. ZS, EX 0<Y<K, |v| B, 
gm LZ, gh 0<Y<K, |v[«g. 
(19) pm [é, —dn2(Y, k'), X] 
Er ` 
(20) TAPT y [$, — k? sn? (Y, k), k]. 
= -$ In a Ka es O<Y<K. 
en imeem Morey | 


u^ [nonin | ce” «rex. 
Dee Biel 在 (18) 及 (20) 式 中 ,它们 是 实 
数 , 而 在 (19) E DRH, —asImln[...]«s. (19) K QLA 
的 右边 是 实数 .从 13-19 (18) 及 (19) 式 可 得 


(22) é e SÉ = ctnh 8 — 4r > s sh 2 » xf. 
(23) De (B) = 4= => (一 Sg: — Te sh 2 n zB. 


US GB) 
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1 9,(v 4- iB) 
eo gm [SS] 
CD' e 


oo q . . 
2 — sin? n av- -shl x TB 
+ > n 1—q™ i š 


— tan”! (tanh rz8-+-tan cv) 


1 | " 1 q" . 
(25) , In Das > log sin nm sh2&7 


(23) 及 (25) 中 的 扰 久 级 数 收 伍 得 霸 不 像 希 望 的 那样 快 ， E 
不 是 很 小 时 ,计算 (19) 及 (21) 式 的 右边 部 分 时 可 应 用 公式 : 


(26) Ow +78) =1+42 > (—1)"g™ cos (2n mo) eh (lnag) 
n=] 
+t > ( — 1)*71g" sin(2 nav) sh(2nzB). 
n=l 
(27) @,(¢8) =1+2 > q" ch (2n zB). 
n=l 


(28) i04(B) Aar Y nq" sh (2n m). 


这 些 展开 式 以 及 应 用 在 这 样 的 计算 中 的 其 他 展开 式 , 可 从 13-19 
(6) 至 (9) 中 推出 . 

第 一 类 完全 椭 图 积分 已 恕 以 0 曾 数 表示 ,如 (12). 至 于 第 二 
类 完全 椭 加 积分 ,从 (6), (7), (10) 及 13-16 (10) 式 可 得 


(0) +040) 1 gun 
09) Een KK en 
$= RFE MIA ATE WRIA 13-8 (21) 至 (4 中 已 化 为 第 一 及 


第 二 类 椭 图 积分 ,因此 , 宅 也 可 以 用 9 RT. 

最 后 ,应 当 就 明 , 在 应 用 89 尔 数 来 计算 已 知 模 x,0<k<1, 的 雅 
We, 9 男 数 的 参数 4g 可 从 下 式 计 算 : 
(30) q=et2 65-15 e? -- 150 cl 4- ---. 

2 e= (1—4"5) (1 k"), 
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13-21. NEA SR 


Rm TE rb at JC ET D APIS DR ET 
数 之 间 的 关系 . 由 于 任 一 个 周期 为 2o, 20' VE ER Er ant DI 
RADE Y (z | o, oo) 表示 ,因此 ,我 们 只 须 诗 答 Y RECS B] 0] X 
HRS Y. 下面 我 们 将 永远 谢 
(1) Im (@'/w)>0, Im (w/o) >0, 

TEES geb 20] | ARS 45 Fé PE 0 RE, ECT XX Pee Bonert 明 JR ax 
ASTE AY Be SA AB CR . 

BP RT HB f(z) 及 92) 是 代数 关联 的 ,如 果 存 在 有 一 
个 二 变量 的 多 项 式 P(x, v). 对 于 所 有 的 2 i RIE PLS (z), 
g(2) 1: 0. 

Dë $ MM w) BE (u e 2) 是 代数 关联 的 必要 和 充分 从 


+ 


o Do = "HW E BEE D — aà — gr». 

在 条 件 (2) LAA EN pe, Ene S Qu] o, w') K Su] o, o) NR 
都 是 周期 为 Po, Po MS RTE) Be, 因此 宪 们 是 名 (w|Po, Po) 的 
HERE. GES, RREH R P = 1 的 代 换 式 \) 就 狗 了 了 ,把 它 写 
BEER, 


e DEU »- es 
ER TE. 

(4)  xz$(e[o, w), Z= (z|o, o) 
Rinnen PER 


(5 P(a,y)=90, . 
这 里 P E: z OR v 的 多 项 式 , 是 + 的 硬性 式 , JE y Ws DAK (g 
ig BOY Wen 25 EW). 我 们 将 把 D 称 为 变换 


(6) v= l5 M 


Y à 


384 s ® 3 XX gH & 


IRB AER EE TEE Ich ARA: 


a B][a aa + Be PME 
É ;| Ë ME an de Yb+ 8d 
45 eK (3) a "f ELE Ee ka gr pm EF PRE ES 89 
JS l| F) 818 
. ?7 二 6r 
II Tage 


BAT IS — Be haya ALI — TE RAE), Vujo, w=? (ula, ^) 


Ó. e © 8 w FF f w ^»? sr wm ° 
s OO — 9. 3 & 8 —* Ss 


w NL $ ^? € b 8 8 9% 


w >» >» & ar č + 2 * c? © 


e a oret J 


Aug am It BR ABIL 4 K D RRE. 这 样 一 来 ， 
X T ët GES DAG ya ` F A ABK. 
EEE, IT F BS ae PROS DR aT BIS saya ins Ed E a, 


(9) L-[ 1 


mt, gar em S 都 可 以 分 解 为 8 一 H L K, SEM H 


9 9 + 4 s 0 0 — 8*8 — —  * * ^*^ ^*? ^» 1 


13-22. — RE dp jh 
A He ETC hs Br R05) UIS a $B O (bd 13-10 RER 
4E. ph SEA wl pe r Eq Ez ole), C). (2) X IG 0 ga 
A= gi — 21 g5 EASY y Q, fC E PALA 28. Cy AAT — Tiña 从 
13-12 (19) X 13-13 (19) 45 


7) — L(o |o, à) = C ioo, o) «ao Jr Boe) =ay + Bry, 
ern, 
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因此 7, 9 与 o, o 作 相 同 的 变换 , Až ou Ce) RUE T PAL ÜN 
畦 的 计算 表明 , 13-21 (8) 式 中 的 A Fe en ey, eg 及 0102), 02(2)， 
0a(z) 的 指标 2 及 3 Hien B 央 把 指标 1 及 3 MR, 

JEP JERRI KER pE PER E JE M a frag. 在 
13-21 (6) 中 如 a Be ò WARA, B 及 ? OS OR, BUS: T Du A- 
变换 . 不 难 证 明 所 有 的 AEAU FEN — PEE, 2I] IE X — 
TRKA AR WITT Le | 

ous € (@10, w) = Flaut Bo)! | o, v) = (o) =e, 
内 为 po fe B 为 偶数 时 是 一 周期 ,而 co E o FE a 2 Ay Eki R 
一 周 斯 .同样 有 6 =e, goën JA 13-16 (4)-(6) Hamm Hu 
Ap BE Af v] FEBR BTH. 
现在 我 们 来 考察 下 面 的 五 个 变换 : 


e asfi ee 
—1 1 0 1 
SEI Ji zl, 

最 后 三 式 可 用 4 K B dea 
(2) C-—ABA, D=ABAB, E= BABA. 

FER 10 中 列 出 了 6 个 变换 U (8326528), A... E ARX 
些 变 换 下 所 引起 的 e, HER. REAR T eu e, es gh T T 
MM, HT e; RSE WE SORE MT SC TBI Be ecg Se, 故 在 求 出 
FEY MORAL ER Bee TAE. RI BE Ay BJ Reie, RE GE ap He 
(1) 就 是 钢 了 . | 

这 一 个 表 连 同 公式 13-16 (4), (5), (6), (9) X(11) By pi ge 
在 中 的 全 部 变换 公式 ， 

HALA yee, ki 13-7 Minak 3 及 13-8 Gite 4. 

四 个 0 V X E T nj H kel Ath: 
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R10 ed EX 


变换 w Oo el ey e 
U o = w | £1 £3 es 
A u w wtw ei es e2 
oB w —w | Wi ez el 
i C "TN w | "a el | es 
D “ate — i ei es el 
E a I E -o-a e3 u e £2 I 
AH 7) 2? 
G) (ol) - ex(- 7 Jol), 
2 e 
ur ow 


这 一 式 是 根据 13-20 (1), (9) 及 13-19 (2), (3) 得 出 的 。 我 们 已 
Knit, FE-PE 13-21《 的 的 变换 下 , 上 式 的 右边 部 分 将 得 怎 
样 的 结果 ,特别 是 ,根据 13-12. (10), 有 


n m» n it Ge Bri, 
o @ co awt Bu! wo EL PT 


. 2 2 d . Y+dsr 
v=- — 


— == —— O DE 


2@ %(aw+ Bo!) a+ Br’ 7 十 BT 
- 由 此 从 (3) 式 可 知 0 (v|v) 的 一 阶 变 换 的 一 般 变 换 公 式 为 

(4) 6, (zt IE )=ela+ Br) exp (© Sieg Jo. 
A =l. 因子 。 说 明了 (3) 式 中 的 分 数 乘 方 的 歧 轴 ,可 以 这 样 
来 确定 :以 7” BER (A) X ar v9 0 而 后 比较 一 边 的 值 , 印 可 得 s. 
“其他 三 个 9 丙 数 的 变换 ,可 从 13-19 节 的 表 8 中 得 山 . 

(1) 式 的 变换 4 及 B 生成 模 谷 ,它们 的 戎 火 示 式 如 下: 

变换 4 
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(yt)up | (y'mup | 


(aju | T 


(y ‘n) up 
(x n) us 


MI 


y1—] (MT HEN 
i 


"(y'm)uo | (y'm)uo | (ytn)uo 


Cui MW) al 


Kë 


E Steg 


第 十 


(ytnyuo | (yup | 
i 


(4 ‘n) uo 


UT 
(y'n) up (y'n) up 
T (y'n) uo 


| 
(y'n)up | (y'm;uo 


(y n) us y 


一 一 一 — 


MUI 


31 


^O FED. BE! E 


— 


(3 'n) us 
(y'r)us ?一 


Guin) ap 
(3n) us ^! 


(4'7) us 


Yr 3 


í 


oe 


M 


i OE — DA 


N 


St 


A 


xt me [E WE 4 pd ko IE 


388 高 Ww = 越 KA 

(5) den, t=1+1, ó = —q. 

(6) 20,(o|#+1)=e0 (vlr), Ov | ttl) = e ia o), 
95 (v | v4- 1) —064,(vi2), 0,C | v 1) = 0 (|Z). 


EAB 

(N o =v/tr, t= — 1/7, In ç =mš/]n gq, 

(8) dE -=)= —i{ — it) exp (im v?/t)6,(v|t), 
dE SÉ ( — it)” exp (in v?/v)0.(v |), 
dE ~=)=(=i)* exp (m v*/ 36, (o|), 

i 


" 
0, (2 
在 这 些 公式 中 ,( 一 if)%” 取 主 值 (在 右 咎 于 而 上 ) ， 变 换 B ROW HE 
HIER. 
e B AE q rte BRAS, 38 0, (o|) t5 ISOC, 
但 0, (v/«| — Le" t oH RMR TRIE st JH AE 0 spilli 
JL. 特别 是 , 当 4 一 工时 的 渐 近 性 态 就 可 用 这 一 方法 来 研究 ,有 人 
得 出 了 
(9) Wat, q) ~9,(0, q) ~ (a/Ing)%, q1. 


-i)- (—it)* exp (in v?[1)0,(v |T). 


T 


13-23. — F ur ia 
PAE — PE AE ont ate ph 

2 0 
GEM 
BT bp E aS — TA BRENZ B| EE BB H ge 
换 只 有 一 个 。 在 写 出 各 变换 公式 之 前 ,应 当 注 意 下 面 的 移 定 ， 凡 
是 不 指明 周期 的 一 切 莫 尔 司 特 拉 斯 面 数 都 按 原始 周期 oo 组 成 ， 
所 有 的 Cas n, 《上 而 没有 点 ) 都 从 这 些 丙 数 中 放出. 
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opze, Die däre. 
(2) o=o, o'=o', 
(3) =e -2(& es) (e, — es) ^5, 
64 = Cy — 2 (e, — ey) (e, — ea) 5, 
C3 = — 2 6. 
(4) M=MAM ew My = 7l; M + 15 e4(04 — 03), 
Wg = 2 Ng tem. 
(5) ol(z]lao, o!) exp (Iye,2?)o(z)o,(z), 
o,(z|1om, o) = exp (Vo eD [o3(2) — (e — €) 4 
X (ei — ea) '*o2 (2)], 
05 (21V c, c) 
= exp (1$ e,2?) [o1 (2) + (ex — €2) (ei — eg) #07 (z) ], 
o3(z|}ga, w) =exp 1 e127) oy (2) 03 (2). 
6) E[l ow, a) — (2) c (2 b) beg 一 六 
(7) Peju, wo!) —9(2) +(e- w) ze 
(e =e) (C1 63). 
作 (2) 一 ea 
FAP RAR lie EI geht eher, e ce Na 它们 在 单位 模 
变换 下 不 是 不 变 的 , 因此 , FRAP H Oh T IE ED ng Ku 
Zo. 
ae Arie HUREN © BA 
1 0 
(8) Glo 2|= - 822. 


(9) Beta, Ya w) — (2) P (2 — os) — es 


= $ (z) + 


_ (el 一 ea) (ea — es) 
ar Tore 
无 理 变换 AA TEAL: 9 puli 
0 
2 


(10) I= | B | — — ABLABAB, 


390 高 GR E X KR X 
(11) Giele, 18 o 4-18) =P) TY — es) — e 
e, — C2) (04 — eg) 
pe TE 
MEEA. HET SEHEN ERROR 0 mp, 46 0 wo p CR 
SEIN , PHA 2 T. 
(12) nz (+k )u, k= (1 — k)/ (1c kD, k'=2k™/ ER), 


LE "DES 7 
(13) sn 222 m = (14- X) in ur k)en(u, B) 


H 


dn (r, k) 
| LEI 1l1—(1+K') sn? (u, Ei 
on| ace) n 1+% 可 = dn (u, k) 
—k'| i—(1—k')sn?(m, k) 
an| Gd ) ay dé j^ dn (u, k) 


(14) $-—2v, r= r, Q= g, 
(15) 01(0|2:) = 1a x: [02 (0501 (0) ]4 
O1 vumm 
2 [05(0)0,(0)]'* 
DENM 
0,(012 7) =2-* [05 (0) 4- 01(0) ]4, 
9,0127) = [05(0)0,(0) ]*. 


(16) 0,(20 27) D ae e 


(Gin —Ui(v) Hl) lv) 
RT) ^ 30,032) ^ 
(v) --02(v) — 0200) 4-05 (0) 
DRM _ BR), 
ern, ‚(02r) 29,(0|%r) 
OUO 
D. NOIPES 
UIDI E DESDE 


0,(2v|2 1) = 


(7) w= (L+k) u, klk A+), B= (1— REM A+). 
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sn (u, k) 
1--k sn? (u,k) 


(18) SES u, cil- (l+) 


LA 


, 2k en (u, k) dn (u, on (u, k) dn (u, k) 
ER = 
on | e dead LFE sn? (u, K) 
l-k sn? (u, ki 
| an ae) ZA IL-F k sn? u, K) 
Tr BAP PAS TSE Tie SET. RE RP R Did — 4 OUS B n5 ote a 
(LB)*, fH 这 一 变换 就 可 得 出 下 面 的 0 画 数 的 加 倍 公式 ， 所 有 4 


* + è č a č 8. 8 © 


HRABRA T. 


(19). erh), 


O, (0)0; (0500) 
OBR) —  (v)9t Qo) 
d V) = PERE PM BNE 77 VAN Aäeg , 
g(2v) d (003 (0) 
0 (2v) = EO) FOE) @) | 
d3 (0), (0) 
olv) DU) BO) Am) EO) , 
CIA 03(0) 


13-24. BARS 


Wain FE VRAC FT) TE Im T>0 BpE-— 4 IE Bil EL, 


* € 92 957 — 89 


而 下 基石 这 样 的 一 个 性 四， MRA r Kr Dat -— T zB adil 


联 
aT 

UI SE 
期 Z(z) J& f (9) WL CBR RUE (E, a HU au +7 
已 与 13-21 (V PARR]. Z PES AEBSTE Fe) m f (z), 
则 称 S C) rit D rii 

IAEE TPR BTS — mr: AE T CARE n HEIN, BI e Srel, 
Jj. M 13-16 (7) & 13-20 (14) Hp 


a, B, Y, 8 bag. ad — BY = 1, 


393 mom o8 x Wo 数 
`, — VIE: 

un "UE (ch 
Zë WBE Imc0 时 是 nn. Di: hh2 H AR DE. 
从 €, Cy, es FE ) 一 变换 下 的 不 变性 (a, Š APB, B, Y 偶数 , 兄 13-22 
ËB) 可 知 ACT) ER ET AB EE RE — PS 
ZG e, 因而 把 (z) 变 为 下 而 的 六 值 之 一 : 
(3) Mei, 1—X(2), " ; E o p 1- SC 
BEATA EE E 
PRI 

J 13-12 (13) 式 可 知 ga ge 及 A= gi 21 03 4-9 ke o Rol 
的 —4, —6, — 12 RAM, VEREOR Us 
à) BoB JG) 

4 g8—27 94 

Æ t RiR E LEPER., RRR — PBT, 
92 Be 4 保持 不 变 ( 见 13-28 05) ,这 说 明 ,7(z) 是 模 本 的 自 宁 面 数 、 
应 用 13-13 (6), (7) 及 13-16 (3) 可 将 了 用) 来 表示 ,而 应 用 
13-20 (8), (9 可 将 J 用 0 Vio dem: 
© (9-5 EE E - 
1 [020 lr) +03 (Ole) +03 (Olt) ]* 
- 54 . 8800109; 1002 T) 

如 果 复 数 v Runs L^ B0972 oc + a PAPA 3500928460 (1) 
TH BOA BX FD REN EK BOE OY 

(ci zl, jetzt, iv— 1| |7|. 

LET FUTTER IE p — TRIERER AN CH — Pek 
Ben UO IE. Ed TE RI HAM. ELLE, 
上 全 平面 中 的 每 一 点 恰巧 等 价 于 基本 域 中 的 一 个 点 . 

fà ERR AEN ru D, ten DIE — V8 CE 


(23) k 
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基本 域 中 的 性 态 ， 例 如 ,可 以 证 明 J (7) (EEA BR HA a — + 
有 限 值 一 次 ,这 说 明 对 于 J nai HI Jm. lacht 
ZEHN IH i& d$ Ret= +1 及 轩 [2741] =1 图 成 ; 
Ret>0 Li DAM Pik PM, Rer<0 的 边界 点 则 不 属于 
"E. RAREN DE EHRT REF ORT 
Wein — 2X iS EE Uc D CS 13-20 季 ) 的 关键 :可 用 以 
SIDEN JERR [B] EE BBC AAS RS BIER x0, 1 (fe 3] E — Ha $ 
FEN 


13-25. 保 形 映射 


椭 图 积分 . 椭 图 画 数 肥 其 它 有 关 丽 数 出 现在 许多 重要 的 保 形 
映射 中 . 这 样 的 保 形 映射 的 许多 例子 以 及 革 些 进一步 的 研究 可 在 
Kober fry PIER AIK” (Dictionary of Conformal! representa- 
tions) (1952, p. 170—200) 一 青 中 找到 ， 在 这 一 节 里 ,我 们 将 简 路 
地 就 明 几 个 比较 重要 的 上 映射 。 在 整个 这 一 凶 中 , 我们 假设 是 ` 实 ” 
的 情形 : 

O<k<1, 0c q«1, o SOR, o' i, K,K SCH, 
Hr e>e >ez fi Re z= zy Im z=z,, 对 于 其 他 的 化 变数 也 如 
H. 在 说 明 一 个 复 变数 平面 映射 于 另 一 复 变数 平 而 的 保 形 贞 射 的 
fal}, Savy BORE la] A REBAR 


I 
G : €4 e, e, w,= 0 G 
H C B 


映射 四 一 多 (2) 


394 高 & 超 dk OG 

BER w=? (2). £i z ATER 0, o, coo, o! JD JE ñ 
XEM, Edu w 是 实数 并 从 co Wi] e, ez eg — co (H 13-15 
Gi). HEOR (zb w (ig PEER. mier A dng 3) 
原理 可 知 z FA — o', o — ol, ato’, o STS iON 
成 浪 — oo 至 e, 章 割 的 整个 w 平面 . 

在 双 和 组 线 的 情 还 下 ， 93 一 0, 9,770, FÆ e =0, ,=—e, z 2. 
曾 上 的 年 形变 为 一 正方 形 , 连接 0 Koto 的 对 角 G0 上 将 上映 
为 Pi ki fU ih, ERE co 及 w' HAGE BD dame w 六 而 
AY e= 0 为 图 心 ,以 ei 为 全 径 的 加 的 下 生 部 分 . z 故而 上 以 
V co - Vo o, c, co' co Sy TELS IC ELTA SAEPE Xy vo A 
MEY e, 为 个 径 的 图 的 第 四 象限 ， 

FH 3 w= sn (Qu, kj. JA 13-18 MPT anu P EJA 0,K,K-+iK', 
KC 2S TE REA 7203 AHORRO, ”正面 的 第 一 象限 Ap — K, K, 
K--iK', —K-CiK' JA w LER E KiK ux 
Uy — 00 Æ —1, 1 #š oo ln w Pm WT ARE (RFF Dixon, 
1894, HS A) AE u, = 常数, u, = BR w em Eng H: 462 t |H] 
点 四 次 线 的 双 正 交 系 ,其 焦点 为 +1, SR, REIZE SET 
w Ke ws BANTER. XET u= RRRA LTT EE … 对 应 
于 >0, 图 各 Bu, 其 另 一 对 应 于 u «0. 国米 SA. MEA 
PARES LINAS, BE ND. 特别 是 ,对 于 y= (4-12) K', MIS 
一 加 bb 19-18 (1). Eder fret Dn. 

SEN w=cn(u, k). u Phi ENTE 0, K, K--zK', iK' (e [X] 
Wl, w enn eem ABR, MU — K, K, K+HiK', -K--iK Wo 
"US 1 Ginn w "PT TIER UE — 2K’, K-iK', KHK", 
iK Wu 1 së oo BEAD ERP , mm CIE, 2 KiK XU 
一 至 —l,l38 eo, — io 3E — ik'/k K ik'/k 3 ioo day sie 
+ u PR. Su, EN, ey = FP Bae w f LIES ml ot Io 
Aën EKR HIER EL +ik'/k. KARAR LE ON IG SR At 
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3 G X G B C 9 
映射 w=en (u, h) 
应 于 u, = BIE CE. 对 应 于 us = % Ca RE CS. ARRAS 
Fi w = 0, w, — 0 对 称 . 


K+iK’ 2K+iK’ 


K-iK’ 2K-iK’ 


5$ m= en (u, k) 
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SE u = dn (u, k). 根据 表 7 (13-17 Ei) 及 表 11 (13-22 gn 
可 知 | 
dn (u, k) =k’ sn (K' — iK +iu, k^), 
Bst BRA w = dn (u, E) BJ JA w=en u 的 映射 中 推出 ， 


Bh w--dn (u, EI 


特别 是 , 短 形 0, K, K - 9IK', 20K" RN wo 的 下 站 平面 , Au Er 
ze, DE 0, 2 K, 2 K -- 2 IK", 2:K" ek — oo 至 LEI 
eo fing w Dm. XE u= 常数, wz 二 常数 映 成 共 焦 重 图 点 
四 次 厂 的 双 正 交 系 , 焦点 为 El, +k', ER u, = (m+ 1⁄4)K 
将 映 成 图 心 在 w= 二 0 EERI k% WN. 

WÉI w — (e) +e,z. 显然 5(21) 是 实数 ,5(iz,) KR. EUG 
13-13 (18) 有 


! : Bo i 1 p (£25) 
C(a+iz,) — 5 (w) = Ë (iza) "pss ux vr 
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1 $ (8 ， 

2 9 (z,)— es 

这 二 表达 式 中 ,第 一 个 是 虚 的 ,第 一 个 是 实 的 ， 醋 究 一 下 z 平面 
Em 0,0, o-+o', om fry Sr vr n GB K CO Ru w 平面 上 的 
7K 2B BE, BC Ae GO We RK HE HE, 
(a=1,2, 3). 此 外 : 

w(Q) = co, wB) =7+e,0, 

w(C) — »--"' --e, (o +o), 

w(0) =) +e". 0 PES @ 
现在 我 们 来 讨论 一 下 十 exw? K (n M e,/0 的 符号 .从 13-16 
(9), (10), (11) & 13-8 (25), (26) 式 有 

(e — 63) (2 +e) = E> 0, 
(er — eg) "5 (2 ej) = E— (e, — e3) ™ (e; ~ e,)% 
=E-k”K=k’B>0, 
(e1 — 63) (n + eso) = E — Le —es) to 
—E—K- —kK:D<0. 
— (ey — eg) (Q+ eso!) = — E'<0, 
— i(e, — es) 5 (n' +e") = — E' — (e, — ez) ™ (e, — ez) io! 
= — E' + *K' = —Kk"B'«0, 
— i(e4 =e) (MW +e,w') = — E' — (e, — es) o! 
=K'—E' = k'2p'> 0. 
FESTA GBOO 的 映射 e= (e) Hear nli, 我们 应 用 简 号 ; 
"Lenze H i Heo = H i. 
从 上 面 的 讨论 中 可 知 
H,>H,>0>H,, HI>0>HIXH 
4ETE—T87E P, GBOOQ0 UK Märei Z 32 ER et E B 
FEMUR, AN TEEN FAUL NV f$ PP BU SOR. pud 
w= (z) ee 将 z "Pd EXE Lo, toto" 的 内 部 映 成 为 


C(w! +21) — Elo) = (zi) + 


Q + a” 
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ü 


wi EDI d, xH,-20H1 2348 AZ AEREA ALS 
的 区 域 ， 南 数 w=C(z) -He HE z PD LIE toto 的 内 部 
ene w AP EXBJE +H,+¿H; 的 外 部 UU a toi 十 es He 
“Bib Lei, 2: E co! au RAI LA enk 2 H, +iH; 
Pa BF — ^ E TREER aE ifc TPS PI RB 

lt Ay w= (2) 十 ea 可 与 上 面 的 一 个 映射 组 合 后 , 18 XR TÉ IJ 
外 部 映 成 全 平面 ， 
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